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APPLICATION DE LA NOTION DEY-OBJET A L'ETUDE DU GROUPE

DES CLASSES D'IDEAUX DES EXTENSIONS ABELIENNES

par Georges GRAS

Résumé . Cet article est composé des deux parties suivantes :

(i) Une partie algébrique ( Chap. 1) ol l'on procede a 1'étude sys-
tématique de certaines familles M de & -modules ( appellées les &-familles),
&G désignant le groupe de Galois de l'extension abélienne maximale de @ .
Cette étude conduit & la définition de sous-modules My (¥ parcourant
certains ensembles de caractéres de®) dont les éléments sont appellés les
¥ -objets ( relativement & M ) . Cette fomille de sous-modules permet dans
certains cas notamment dans le cas dit des & '-familles d'éclairer assez
bien la structure des &-modules constituant M ( compte tenu du fait que
1'on n'est pas dans le cas ol les algébres de groupes utilisées sont semi-
simples ) . |

(ii) Une partie arithmétique ( Chap. 11, 1l et IV ) ol 1'on applique
les résultats sur les P-objets au cas des groupes des classes des exten -
sions abéliennes de @ . Différents résultats sur les classes relatives et
les classes rdéelles sont obtenus : la généralisation au cas non semi-simple
de l'interprétation arithmétique de Leopoldt pour les classes réelles, une
interprétation analogue pour les classes relatives , une interprétation du
théorame de Stickelberger , une généralisation d'une formule d'lwasswa
sur 1'ordre du groupe des classes relatives et un certain nombre de résul-
tats relatifs aux [ -extensions cyclotomiques des extensions abéliennes de Q.
Enfin cette étude permet de définir , dans le cas général , des invariants

" classes "

mﬁ(%) ) Mg (#') et des invariants " analytiques " m¢(h) ,
m g (h"), ¢ parcourant l'ensemble des caractéres £ -adiques de G , et de
poser le probleme de la comparaison de ces invariants .

L'idée de la définition des ¢ -objets doit beaucoup & 1'étude des

travaux de Leopoldt et aux rédactions q\ii en ont été faites par B. Oriat dans

[17] et [18] .



Chap. I

Définition et étude générale des P -objets .

1) Introduction . Dans [15] Leopoldt a défini des groupes d'unités que

nous appellerons ( comme dans [18] ) des % -unités . Nous allons dans ce
chapitre donner une définition plus générale de la notion de ‘¢ -objet ,

n'étant plus nécessairement un caractére rationnel irréductible et les mo -
dules intervenant dans la définition des ¥ -objets , n'étant pas nécessaire -

ment Z-libres comme c'est le cas des groupes d'unités définis dans [15] .

2) Extensions abéliennes de @ -Caractéres .

Soit Qa 1'extension abélienne maximale de @ contenue dans
une cldture algébrique @Q de R avec le schéma d'inclusions suivant (Z étant
~ e
un nombre premier donné , ﬂl une cloture algébrique de Q( et Il! un com-
plété de £2,)

Fa )

Q,——G,Q — 4,

o..___ Qz
—— Q

Q ——@g&— @°

On pose G = Gal (R?/ Q) et on note %' 1'ensemble des caractéeres de
degré 1 de & , a valeurs dans ‘Q‘l , et dont le noyau est fermé et d'indice
fini dans <& . On définit les ensembles de caractéres rationnels ¥, £ -adi-
ques @ et les ensembles de caractéres correspondants ‘pour un sous-corps
K: Xy, fK , @K . Pour la définition de g, , K, , G/" y By JHEX

cf. [8], (157 ou [18].

3) Définition des (g -familles et des @'-familles .

Soit ¥ la famille des extensions finies de Q contenues dans



Qa . On suppose donné une famille M de ZlS] -modules M = (M(KDK(')C
indexée par X et , éventuellement , deux familles d'applications ( NL /X )
et ( jL /X ) indexées par l'ensemble des sous-extensions L/K,L,XeX .
Nous allons faire des hypothéses sur ces familles . Avant nous précisons
les notations suivantes :

Si K€X etsiceSS, onnote O l'image de 0" dans Gal(X /@)
- &/ Gal (R?/X ) . Pour une extension L/K , L , K€éX , on pose

G(L/X) = Gal (L/K) et on pose QL/K= ‘GZ(%/K)S €2G(L/XKD] .
s €

a) Hypothéses sur les familles ( M(K))Kéx ’ (NL/K) et ’(jL/K .

On considére les trois conditions suivantes :

(i) Pour tout K € R, pour tout x ¢ M(K) et tout réG X ne dé-
pend que de la classe de ¢ modulo G(Q%/X ) ( Autrement dit, les M(X)
sont canoniquement des G(K/@)-modules par la loi XVK ).

(ii) Pour toute sous-extension L/K , L, K eX , NL/K est un ho-
momorphisme de & -modules de M(L) dans M(X) , jL/K est un homomor-
phisme de&G -modules de M(K) dans M(L) et on suppose que pour tout tri-

plet X, L1, E € X , KcLCE , on a les formules de transitivité :

Np/x © Ng/L = Ngyx et Jg/L ©JL/x " J/x -
(iii) OnajL/KoNL/K=QL/K,pourK,Léx , K< L ,
QL /X étant ici identifié & 1'homomorphisme de G (L /@ )-modules défini par

Y, (%) = x® , pour tout x €M(L) .
L/x s€G(L/X)

Définition11. Si M= (M(K))Kex vérifie la condition (i) , nous di -
rons que cette famille est une G -famille .

Si en plus, on dispose de deux familles (NL /K) et (jL/K ) vé-
rifiant les conditions (ii) et (iii) , nous dirons que la famille M est une&'-
famille ( les homomorphismes NL /X et jL/K étant supposés associés a M

sans ambiguité ) .

b) Propriétés immédiates des @ '-familles .




Proposition 11 . Pour tout KeX , QK/K , NK/K , jK/K sont 1'identité
sur M(X) .

démonstration

Ceci est déja vrai pour QK/K . D'aprés (iii) , on a
. ) 2 2 . P -
i /K © Ng /X~ id ; Ny /K = Ny /K €t IR /K = IR /X ( d'aprés (ii)) entralnent
. 2 . . 2 . '
i /x © Nk /x = Nx/x = Jk/x © Nxyx = idetigg o Nkt dx/x -

Proposition 1 2 . Si l'application NL /x est surjective ou si 1'application

jL/K est injective , alors NL /X © jL /X est 1'élévation a la puissance [L:K]
dans M(X) .

démonstration

Supposons NL/K surjective .

Soit x € K y X = NL/K (y) et JL/K(X)= _]L/Ko NL/K(y)=

S et N iv e(x) =N ( s) =
seaeryky . S TL/RCILKYIT LK gy T

i ] (N y)®, mais N (y) =x € K etle produit est égal
seG(L/K)  L/XTT L/K

2 CNy e () [L:x] _  [L:X3

L/ . Si on suppose jL/K injective , alors

i1 o N o ik G = Vp g i G0 | BRI

s eG(L/X)
1

s€G(L/K)
x[L:K] .

jL/K(xS) = jL/K(x)EL:K] ce qui conduit & NL/KOjL/K(X) =

c) Exemples . Les exemples les plus simples de telles familles
sont obtenus pour les familles M suivantes :

(i) M(K) est le groupe des unités de K ;

(ii) M(X) est le groupe des classes de X ;

danskces deux cas l'opération est celle de Galois et les applications NL /X



et jL/K sont bien connues .
(iii)  Soit A un anneau ; on pose M(K) = A[G(K/@)] ; M(X)
estun & -module si 1'on pose , pour U€ S et W€ A[G(K/R)] ,
TC.w = U'Kw ( produit dans ALG(K/®)] ) . Les fonctions NL/K sont dé-
finies par Np jg (0 )= 0% , pour tout T € G(L/@) et par prolonge-
ment par A-lindarité 4 A[G(L/®)] . Si ok € G(X/@) , on pose
T o

jL/K (O'K ) = T ocLlK) L= QL/K O—L et on étend par A-linéarité .

On vérifie facilement que 1l'on a une S '-famille .

Remarque I 1. Dans le cas M(K) = ALG(X/®@)], les homomorphismes
NL /X et jL /X sont respectivement surjectifs et injectifs quels que soient

L, KeX, XcL,et l'application NL/K est un homomorphisme de A-algébres
alors que L /X n'est qu'un homomorphisme de A-modules ( cette propriété
de NL /X provient de la propriété universelle des algébres de groupes puis-

que la restriction de Ny /¢ & G(L/@) est un homomorphisme de G(L/@ )
sur G(K/®)).

4) Définition des sous-modules My , My et MYy .

a) Rappels sur la Fk-conjugaison’( [19]) . Soit A un sous -
*

anneau de _Q.!. On suppose que A est un anneau de Dedekind a corps rési -
duels finis tel que A [T ] soit un anneau de Dedekind quelle que soit la ra -
cine de 1'unité & (par exemple A=2Z , A= Z, ou A = Z-u)) .

Soit X € %X . Soit alors P% le gi polynome cyclotomique global ;
on note encore 'Pz son image canonique dans A[X] . Soit k le corps des
fractions de A dans .Q[ et soit k'ﬁ /k 1'extension obtenue en adjoignant les
racines gi de 1'unité ; on rappelle que k;/k est une extension abélienne
dont le groupe de Galois est canoniquement isomorphe a un sous-groupe de
(z/ g, Z )*. On pose Fk,'L = Gal (ky /k) . On définit , comme dans

[19] une relation d'équivalence dans ¥ ' que l'on appelle la Fk-conjugai-

T
(*s)on\en posant pour T € Fk,’t : 1' = 2'® , a €Z représentant T

hypothése inutile ici ; sera utilisée par la suite .



*
dans (Z/ gxz ) . Si 0y estun générateur de Gl , alors les x'r(O'x ),
pour T € Fk gy » sont les conjugués de 4 '(0% ) dans k'x /k . On dé -
?

finit alors les fonctions Y

T
$- 2T
T¢ k,1

ces fonctions sont appellées les caractéres irréductibles sur k . Comme
applications de & dans ’CZ! , les applications ‘¥ sont a valeurs dans A .
On utilise comme dans [8] la notation }'|Y pour dire que 2'est un
terme de ‘F .

Les caractéres rationnels sont obtenus avec A = Z , les ca -

ractéres /-adiques sont obtenus avec A = Zl .

b) Correspondance entre caractéres et polynomes cyclotomiques.

Dans k[X] ’ P% se décompose en un produit de polynomes ir-
réductibles tous distincts Q 1,i chacun de ces polynomes Qz,i se dé-
compose en polynomes du premier degré dans k', . Les racines de ces po-
lynomes étant des racines primitives gi de 1'unité , chaque Qx,i est de
degré fk'z :k] . Si Zi est une racine de Qx,i dans kj , les autres ra-
cines sont les Zf pour T € /‘li,x ; ainsi ces ensembles de racines cor-
respondent bijectivement aux ensembles de la forme (%' (0y »Z'G Fk,z y
r'eX 'K” d'ordre g, parcourant un systéme représentatif de caractéres pour
la Fk-conjugaison . On peut donc indexer de fagon non canonique les divi-

jeréduchbles
scursjde Py & l'aide des caractéres Y obtenus a partir des caracteres %'
d'ordre 84

On pose Py = (X - %'(0% ) ; c'estun polynome de A[X]

iy
irréductible sur k . Ceci suppose qu'un choix des générateurs 0y a été ef-

fectué une fois pour toutes : Pt‘, dépend du choix de O—% , cependant , on a

r_(P = P , pour tout X € X .
@1 ¥ %

c) Définition des modules My .

Définition 12, Soit M une G -famille . On suppose que 1'anneau A est

tel que pour tout K€X , M(X) estun ALG(XK/@)] -module. On pose



pour ¥ {1:
My= § xeM(Ky) , Py ) x = 1)
les éléments de Mq, sont les Y -objets dont nous avons parlé dans l'intro-

duction ; My estun sous-A [Gy]-module de M (K,{ ) .

Proposition I 3 . Le sous-module My ne dépend pas du choix de 0, mais

uniquement du caractére Y .

démonstration

On a Pq(o'g,)=m<0'x - %4'( %% )) et pour ( a, g1)= 1,

soit Oy % un autre générateur de G, avec lequel on obtient le polynome

P*:' '_‘m(x'x'(mﬁa)) ; P,{ (Uxa)=m(0'xa_x -nga)) , soit

Pff (0';1) =1 (T - X '(0)) (O a-1, ... % x,a-l (03)) et de la méme ma -

2|

* *
niére, on aura Py (0z) = 3|9 (d'.,a AR (D) (O.xa(a -1) taees x,a(a -1)(02)),
ol a* est tel que ad =1 mod g, - Les relations P} (07 )€ Bo(oy) ALG,]
et P\P (Gy) € P_;, (0:) A[Gz] montrent l'invariance de la définition . On no-
tera désormais de la fagon suivante qui ne fait plus référence a 0 :

M\‘,= { xeM(Ky), Py x = 1} , pour ‘{’\Z.

Y Cas particulier des caractéres rationnels . On a donc

My = {x EM(Ky) , Py x = 1} . On a alors le résultat suivant qui per-
met une autre interprétation de Mx , uniquement dans le cas des carac -

téres rationnels :

Théoreme I 1. Soit M une & -famille . On a

M,x’={xéM(Kx) ’QKx/K x = 1 , pour tout K ;—Kx} .

démonstration ( d'aprés une communication personnelle de

]J. Martinet en date du 23/10/1968 ) .

Trois lemmes préliminaires sont nécessaires .



Lemme I1. Soit n »1 et soit p un nombre premier quelconque .

Notons P le n® polynome cyclotomique de Z [X] :
(i Pn(Xp)=Pnp(X) , si p divise n ,
g Py _ g o
(ii) P (X )-Pnp(X)PnCX),slpnedlvmepasn.

11 suffit de comparer les ensembles de racines ( qui sont dis-

tinctes ) des polynomes des deux membres .

Remarque 12 . Ce résultat permet de déduire le résultat utile suivant :
Si n >1 est distinct d'une puissance d'un nombre premier alors Pn(l) =1.

On a ensuite P () =p , pour tout k > 1 et enfin P1(D =0,
P

En effet, Pp(l) =p, dot,purky2,P (D=P, D=
P P P

P k-1 (1) , d'aprés (i) ; d'ou le résultat . Si n n'est pas une puissance
P

de p , on écrit n=pk n  , avec n_¥1 etpf n ,k>1; (ii) donne

Pno(l) = Pnop @) Pno (D ; comme Pno(l) #0 (car n# 1), Pno p(1) =1,

(i) permet alors de conclure pour P .

nop

Lemme 12 . Soit n = Py Pg eee Py 5 P nombres premiers distincts ,

avec t 32 . Alors pour tout couple (i, j) , i#j , il existe Ai ’ A§ €2 [X]

J
telsque A; PP._

P; P

+A P -1,
] n

-

On démontre ceci par récurrence sur t » 2 .

P2'1
Sit=2,alorsn=plp2etP =X toat X+ 1,

"Ul’d
[y

pP,-1
P = X 1 +..+ X+ 1 . Sion appelle polynome géométrique , tout



polynome de la forme X® 4 Xn-l +..+X+1,n>» 0, oule polynome O,
alors , si P et Q sont géomdtriques , QF O , le reste de la division eu-
clidienne de P par Q est un polynome géométrique et le quotient est dans
Z0X] :eneffet, si myn, simtl=q@m+l) +r , 0&r<n, ona

X 4ot X4 1= (XD bt X 1) (XFL-C041) |y 1-20sd) oy
Xm+l-q(n+1)) + 14+ X +...+ Xr-1 (sir>»0) , O sinon . En particulier ,
1'algorithme du p.g.c.d. donne un polynome géométrique . Comme le seul
polynome géométrique constant non nul est 1, il en résulte que si P et Q

sont premiers entre eux dansQ[X] , le p.g.c.d. trouvé sera 1 ; la rela-

tion de Bezout est alors possible dans Z [X] ; ce qui est le cas pour Pp
1

tP_ .
e Dy

Supposons t 2 3 . Soient P; o pj , q trois nombres premiers

distincts divisant n . On pose n' =— y par hypothése de récurrence s O a
dans Z [X]

A'g (XOP _, X+ A‘; (XOP , (X)=1, ce quidonne
5;- 5
A'g(Xq) P (X9 + A';(Xq) P (X9 = 1, d'oltla relation
3; %

puisque ici (ii) donne : Pn,(Xq) =P N (XOP o @9) et

Py Py Py

4 -
PB'_.(X) PP__(X> PE._(X).

i
pour tout p

yeti=

-1
Lemme 13 . Soit n > 1 ; posons N p(X) = 2 X
e , £

premier divisant n ., Alors il existe des polynomes Ap(X) de Z[X] tels
que :

PL(X) = £ A0 N, (O
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Soit q un diviseur premier de n . Montrons que si la propriété

est vraie pour n , elle est vraie pour nq :

P q =P X = A q N q. .
QXD = PO 3; SOXD N (X
p-1 n
_ 3 af v
or N (X1)= Z xP =N _(X) , d'olle résultat
nP i=0 4P

Il en résulte que si la propriété est vraie pour tous les nom -

bres n sans facteur carré , elle est vraie pour tout n >1 .

Pq-1
1 . +X+1=N (X)

Sin=py, PPI(X)=X pyiP;

on démontre par récurrence sur le nombre de diviseurs ; si
D= PqeeePy s t22 , on pose nj = -g— pour tout j . Par hypothése ,

J

SZ‘_ j - i
Pnj(X) - Ai(X) Nnj’pi(X) , d'oll , en posant Aj 0

if]

P (X J)aP(X)P (X) AN O
n, = %n n '1_ i n, p; ’

comme ona t»2 , on peut appliquer le lemme 12 : on utilise une relation

de Bezout dans Z[X] entre deux des Pn , ce qui conduit au résultat.
j
-On a donc démontré que 1'idéal engendré dans Z[X] par les

N _(X) est égal 3 P_(X)Z[X] : en effet, on vient de voir que P_(X) ap-
n,p n # "

partient & cet idéal ; il suffit alors de voir que N, p(X) = Pp(X ), or
b4

toute racine d'ordre n de 1'unité annule N_ _(X) donc P_(X) divise N_ _(X)
n,p n n,p
dans Z [X1 car les polynomes sont unitaires .
On applique alors ces résultats a P, (0y) = Pg (0y) et aux
%
Ngx,p (0) = QK” /k_ ou kp est , pour tout p‘ g, l'unique sous -ex-
tension de K, telle que [ Ky: kp] =p . Le théoréme en résulte immédia-

tement .
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Remarque I3 . Ce résultat est & rapprocher des résultats de Leopoldt
(cf.[15], Satz 4 ) ; cependant , Leopoldt suppose que les modules con-
sidérés sont sans Z -torsion et sa démonstration n'est pas généralisable
aux modules de torsion puisqu'elle est obtenue en considérant les Q[Gy1 -

modules Q@ M(Kg) .

e) Application a la définition de M} . On suppose maintenant

que M estune & '_-famille . On pose par analogie
er = { x€eM(Ky) , NK,/K x =1, pour tout K g: ). 0% } .

. . '[ = L
On a donc, puisque JK,' /K © I\K”/K QK'X,/K y My < MX'
Par conséquent, MY estun sous-module de My . On aura My = n, pour
le caractére ¥ si et seulement si les restrictions aux sous-modules

NK% /X (M(Xy ) des applications ij /K sont injectives ( pour tout XC Ky ),

(g;)
£) Les My comme A -modules . On rappelle que les My

sont des sous-A [Gy1-modules de M(K4) annulés par P4(0y) . On peut
donc les considérer comme des A[G«x,]/(P‘f(O'x))-modules . Or By € A[X]

0%
et est unitaire , donc A fG‘p]/(P,‘,(O}))‘}: ALXT/ (X -1, Pp(XD =
Sz (g’,)

AlX] /(P,{,(X)):\: A ( en vertu de 1'hypothése faite sur A , A en-
gendré par A et les racines de Py estun anneau de Dedekind ) .
L'isomorphisme ( non canonique ) peut étre réalisé par 1'application déduite
de la correspondance ¢ —> £'(0 ) pour tout o € Gy, avec %'[‘? fixé .
On remarquera que pour ‘?l’l , les M“P sont tous des A -modules , mais

les lois scalaires ne sont pas les mémes .

Dans le cas des caractéres rationnels et pour une G '-famille,

81)
les M) sont des sous- Z< -modules de My . On vérifie facilement que si
les applications normes NK% /X sont surjectives pour tout K € Ky, alors
MZ /M'x a pour exposant un diviseur du produit P .

Plgy ]
P premier
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5) Un calcul d'indice dans un cas particulier . Soit M une &-famille .

On suppose donné une autre& -famille N = (N(K))KGX . On suppose que
pour tout KX , N(K) est un sous-A-module de M(K) ; c'est donc un sous-
ALG(X/@)] -module . On aura donc :

Ny = {x € N(Ky) , P?(xg;)l} = MgnN(Ky) , pour «¢|t, ¥ irréductible
sur k ; Ny estun sous-A -module de My . On fait alors 1'hypothése

suivante : My et Ny sont des A-modules sans torsion et de rang 1 en tant

que A -modules . Il en résulte que My et Ny sont sans A - torsion

(gy)

(car A est un anneau de Dedekind ) . D'aprés le théoréme de structure

des modules sans torsion sur un anneau de Dedekind , Myest isomorphe a

(g,)

un idéal entier non nul Ude A et dans cet isomorphisme , Ny a pour
8z
image un idéal A multiple de ¥ . Il en résulte que Mg /Ng A JCR/U ).

On a alors , en posant J/4 = [ (idéal entier non nul) :
(84)
[Me/Ne| = VAL - AN G

Résumons le principe du calcul :

Proposition 14 , Soient M et N deux G -familles de A[S]-modules sans

A-torsion ; on suppose N(K) sous-module de M(X) pour tout K€ X .,

Pour ¢ |x , ¥ irréductible sur k , soient M get Ny les sous-modules cor-

(gx)
respondants eny . On suppose My et Ny de rang 1 sur A . Alors
1'indice de qu dans Mq, est fini et est de la forme :

| &/ Ner /% Gl
(g,)
ou [; est un idéal de A défini de la fagon suivante : Soit My —> U

<S¢
un isomorphisme de My sur un idéal entier de A et soit ﬂ l'image de N\f

par cet isomorphisme , alors {; = 'ﬂ /A .

6) Cas d'une (g '-famille ot les M(K) sont finis . Soit M une G '-fa-

mille et soit LéX fixé ; on a alors le résultat suivant
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Proposition 15 . Soit LeX .On suppose que L/@ est cyclique et que

M(L) estun groupe fini . On suppose que pour toute sous-extension K/k
de L/@ , la fonction Ny [k €St surjective ; alors les My sont finis ( pour
tout X € fL ) et ona :

ML) | =I;{ vy |

démonstration

Pour faire la démonstration , on peut toujours supposer que les
M(X), Kel, sont des £ -groupes : en effet , les £-Sylow des M(K)
constituent une G '-famille si on restreint les applications NL /K et jL/K a
ces £ -Sylow . On vérifie que les applications NL /X sont encore surjec -

tives . Lorsque les M(K) sont des £ -groupes , on a le résultat suivant:

Lemme 14 . Si [K:k] est premier a 4 ot 1'application NK /k surjective,

1'homomorphisme jK /k est injectif .

En effet , soit y e M(k) tel que K /x (y) = 1; on sait (cf.
Prop. 12) que , puisque Ny /x €St surjective , N /i © I/ @St 1'élévation
(X :x1

a la puissance [K:k] , donc on aura y = 1 et comme l'ordre de ¥y

est premier & [K:k] , onendéduit y=1.

Posons G(L/@Q)=HxG' , ol H estle ¢-Sylowde G(L/®R)

et G' un sous-groupe d'ordre premier a £ . On a le schéma suivant :

G
L Ky, —— La=L
Li Ky, L H
ti
L.'°=Q KY = Ky LO
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Comme H est cyclique ( d'ordre { "), I'ensemble des sous-corps de L est

de la forme{K%}( \Fi eJEL ) ol K% est le composé de Ky et de L{ ou Ky
est le corps correspondant a un élément Y= ‘f’o de xL ( L, corps fixe par
)

H) et ol L{ est l'unique sous-extension de LI'1 ( corps fixe par G') de degré

i *
f'sur Q(0gign) . Soit M (K.ﬂ)le noyau de la restriction & M(Kq‘.)

%
de N% = NK‘F. /X , pouriy 1, et soit M (K*o) = M(K%) .

i ‘fi-l

On a les suites exactes de G(L/@ )-modules

1—->M*(K ) —> M(K )-—N-!‘-"—-»M(K )—>»1, pouripl .
ts ti Yio1

On peut les considérer comme suites exactes de G'-modules donc de %,)[G'} -

modules . Les idempotents de cette algébre sont ceux de Q [G'] et sont de

la forme e:‘, , pour \re %L , e 1

= — Y(o -1 )o  ( en convenant,
° Y ‘G" el

dans 1'écriture Y (0 -1y , d'identifier canoniquement G' ainsi que les grou-
pes G(L{L{) avec G(LO/O ) . D'aprés Leopoldt ( cf. [10] et [12] , par-
tie V, § 2), comme les applications N sont surjectives et les applications
j injectives relativement aux sous-extensions de degré premier a f de L/@, il

va en résulter que :

ey ey
M(Li) ¥ s‘identifie canoniquement a M(KY ),

1
'

v * ey
M*¢ Li-) " " M ( K‘Y ) , oul'on note par
i

abus e, = L Z ¥ (¢"1)0 . Redonnons bridvement la
8 TeG(Xy /Ly)
n
démonstration dans le cadre plus général des & '-familles constituées de

J -groupes non nécessairement finis :

\ L /K,

En décomposant G' modulo G(L_/K, ), on peut écrire e} = ———— e ;
nty T Pkt
, n



15

M(L.) =Y (MCL.) = j N (MCL.) =
or QLn/K . i Li/lgyi i ]Li/K‘I’iO Li/K\Pi i
i (M(K, D 2M(Ky) ; d'ou, pui L :X t ieral,
JLi/K'{»i *i ?i ou , puisque [ 0 ‘yn] est premier a
M(Li) Y~ M(K.I,) . De méme , M(L) L/K M (L ))
1

1

il suffit alors de vérifier que , pour i3 1, Ny /Ky (M (LiD =M (K.? )H
i i i

x
une inclusion étant évidente , soit xé M (K.{, );onax=Np /Ky Y 0

Yi
yeéM(L,D et NYi NLi/K y = 1 soit NLi/K? y =1 soit

Y.

i i-1

N

N
Ly /K

y = 1 ; par application de jL
Yia

/X on obtient

i-1 i-1'%y.

*
N N y=1,donc ¥ yeM(L); or ¥ X =
L./L, 4 Li/K‘{,i ’ Li/Kfi i Li/K\yi
X ' L. NL /X 'QL /X, Y € NL /X (M*(Li)) ; comme £ ne di-
iRy Lty ity
i i i
*
vise pas [Li:K‘I’ ] , il est clair que x € Ny /X (M (Li))
i A

On déduit alors de [15] (chap. 1, § 1,2 et formule (6),

¢
p.21) que M(K‘l’-) ={ xeM(K.‘,i) , NK‘Y /kx= 1 pour tout k,L{Ckg-K.yi}

1 .
1

x Sy %
= = '‘ck
donc M ('Kh) {xé M (Kfi> , N K‘l’./kx 1, pour tout k,Lic %K'P;}

( on utilise le fait que les applications jK* /k sont injectives ) . Il résulte
i

e
de notre définition de MY , que M*(K*, ) Y. M'? pour tout i .
i i

Dans le cas fini, on aura alors : ;[;‘ ;l - T—[ IM*(K . )e.,\

- M(,)
];[ }N'éLi)e"\= T:[|N*<Li>\ = lM(Lo)l ﬂ IMEO T | - ma)|

21 ‘M(L 1)
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7) Cas d'une & -famille de Z! -module_i_. Soit M une & -famille .

On suppose que les M(K) sont des ZZ -modules , donc des Zl [cx /@ )] -

modules . On désigne toujours par la lettre ¢ les caractéres £ -adiques.
Etant donné X' ¢ X', il ‘existe ¢' et ¢'e X' uniques tels que
%'= ¢ ¢' ettels que ' soit d' ordre premier 4 { et ¢ ' d'ordre une
puissance de £ . Décomposons G, sous la forme G'% x H (H étant le { -
Sylow de G, ) et posons 8, = | G4 |
On définit é'x, =L Z ¥'( c'l)o' , ’é‘b -1 Z ‘P (0‘1)0'
8} deGy g, 7t6

olt 1)1 est le caractére [ -adique au-dessus de ¢'et é' EZ:'{’CO"l)U'
0' Gz

On a donc , en vertu des définitions du § 6 , &, = e e

x, Y,’e¢=e¢ ete=e?o

y 4

On peut considérer que les 'é'¢ pour ¢|% ( par exemple ) sont
les idempotents de l'algébre Z! [G'%] ; ils permettent de décomposer un
Z‘,[ G,]—module puisqu'un tel module est canoniquement un Z( [G't] -mo-
dule . L'indiciation ¢[¥ —> é'¢
Nous allons dans le résultat ci-dessous faire le lien avec les définitions an-

est propre .

térieures .

Théorédme I 2. Soit M une & -famille de Z[ -modules .

Soit Y€ ¥ ; on a la décomposition : M x = ea M‘P . Dans cette décom-

e
position , les sous-modules M¢ coincident avec les sous-modules M, ,

olt gy est 1'idempotent de Z£ [G'z] associé au caractére ¢|1 .

démonstration

On peut supposer 8 = 0 mod { car sinon on est dans le cas
semi-simple et le théordme est alors évident ( [17] , partie 11) ,
Soient deux caractéres { -adiques ¢ 1 et @, distincts en-

dessous de ¥ ; on pose P¢ 1(X)= Ql(X) , P¢2(X)= QZCX) (cf. § 4,b

pour la définition de Py ) .
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Lemme 15 .1l existe U, , U2€Z£[X'] tels que U;Q +U,Qy =1

Comme les polynomes Ql et Qo sont irréductibles dans Q{ [X] ’
on peut écrire en fait UlQl + U2 Q, = V4 k , k> 0, dans ZI [X] en
choisissant U1 ( resp. U2) de degré inférieur au degré de Q2 ( resp.Ql )
( ceci est toujours possible Q1 et Q2 étant unitaires ) ; on suppose ensuite
les coefficients de U1 et U, non tous divisibles par A ; on peut donc par
exemple supposer que les coefficients de U o Ne sont pas tous divisibles
par £ . Supposons enfin k > 1 .

81)
Soit H1 le groupe de décomposition de { dans Q /@ et
(gy)

soit z une racine de Q1 dans Z ( les autres racines de Q sont les

(g4
za=za,pour o, €H;) ; onaalors dans z

Uz(z)Qz(Z)=fk ; or Qu(X = }—T X- Z: , ol Zl est de la forme !
g.€H, i

ZC avec 0’C4Hl ; donc Q2(5)= ]—T - ; a)_ I—[ (7-2%¢)
a’a 1 O'EHI

r—’(Z( 1-£3¢-1% | Posons g =¢"g ,(,g )=1,n31.Pour ;
O'aEHl Z A v i

(g,
que 1- Zac-l ne soit pas inversible dans ZI ¥ il faut et il suffit que

l'on ait ac-1=0 mod g, , soit ac =1 (gy) ce qui entraine g, o _€H,

(gx) (S'z D,

(gy) (g%)
car G(@Q x /R * ) Hl ( I'extension @ /Q étant totalement

<

ramifiée ) mais 0,€H; etonaurait & € H; ce quiest absurde . Donc

(gy) (g,
Qz(?:) est une unité dans Zé . , d'ol Uz( ¢)=0modf dans Z g
A (g, ) -
Désignons par ’J; 1'idéal maximal de Zl et soit k le corps

(g,” -
résiduel de (DZ b . Si Pée Zl [x], désignons par P 1'image canonique
de P dans H:i [X] et soit Z l'image canonique de ¢ dans X . On a

- - e (g.)
Q= Q, ol e =Zn'1(f-l) ( indice de ramification de £ dans @ * )

et ol Q, est un polynome irréductible de IF: [ X1 (c'est donc le polynome
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irréductible de Z dans IF! [X1) . Avec ces notations , tout polynome

Pé ZID(] tel que P(&) =0 mod’& est tel que Pe 60 IFIEXJ ; en parti-
culier on a ﬁz (Z) = 0 , donc , dans II} [ X1 on aura ( puisque 1—32 # O par
hypoth&se ) :

ﬁ2= KGO“ ,y X2 1, A#O , aonedivisantpasﬁ ; on désigne par
A, Q des relévements de A , 50 dans Z( [X] en supposant les coefficients
dominants non divisibles par £ (il suffit de relever en conservant les de-
grés ) . On aura donc U, = AQO°(+!B Be Z, [X1 soit Uy ( 7)) -
A(Z)QO (Z)+4dB(Z) = 0modd , soit A(E) QO(Z)" Omodd . Or
A(Z) estune unité ( car on a supposé Qo Y A) , d'ou Qo(Z) = 0 mod £ .
Montrons que 1'on a %2 e, Le seul cas ou l'on puisse avoir f[ g, cte= 1
estlecas £=2 , n=1. Dans ce cas , on a trivialement &2 e, On peut

supposer e > 1.

Ona P ,(5)= | l L - ey ﬂ(é’(l fa-ly oo
5% aé(Z/gz

Zlna-l

sera d'ordre une puissance de 4 siet seulement si Zna-l z 0
raod g' soit si et seulement si a ¢ = 1 mod g,'z ; ceci , compte~tenu du
domaine de variation de a , définit une umque valeur a_ eton a a E
mod g:t donc ao.Z % 1 mod fg% et Z -t est une racine de l'unité d'ordre
/", de telle sorte que 1-2:1n o le 2%\ % 2 dot 1e fait que P (Z)GW ’3"
il en résulte que , en écrivant Pg' CQo + 4D, C, DGZ (X1, C(f)? 0
mod '20 , on aura P (Z) c(&) Qo (¥) mod’b° soit Qo (Z)é'p 7’
(care>1) ., Ceci entralne d'une part § = 1 et, d'autre part, Qo(?.' V€
’a ~ ’)312. La congruence Q:(Z) = 0 mod £ obtenue plus haut entraine
donc & 3 e et U2=A'Q§+,£’B (A'=AQ:'e) ; mais on a aussi
Q=Q+/4T, T¢ z,[ X1, soit Uy = A'(Q, -dT)+dB=AQ +¢ S,
SeZ ’ [X] . Comme A' est non nul et de coefficient dominant non divisible
par £ , U2 est , ici , de degré supérieur ou égal a celui de Q1 , ce qui
est absurde . On a donc ﬁ?_ = 0 , ce qui est contraire & 1'hypothese ,d'ou

le lemme .
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fin de la démonstration du théoréme .

Notons ¢1 yesey ¢m les caracteres f -adiques distincts
au-dessous de X ct notons pour simplifier Ql’ ceer Qm les polynomes

m
P, ; on a donc d'aprés le lemme : Zz [x1 /( ‘ 1‘ Q;(X) ): Z![X] / (B~
1=

'y

1

THA’]Z‘[X'\ / (Q(X)) . 1l existe donc des éléments ei(X)(-Zl [x7 dont
i=1

les images mod P,! constituent un systéme exact d'idempotents orthogo-
aux ., Si q; désigne 1'homomorphisme canonique

Z([X] ——>Z£[X] [ QXD , alors qi(ej(X)) =0, pour i#j

et q(e; (X)) =q(1) ;ona 1= z e, (X) mod %Zl [x] ,

ei(X) ej(X) =0 mod(Px) sii#j et e?(X)s ei(X) mod ( B, ) ; d'ou

lzzl-:-ek(o'}, ) mod P, (0 )Zl [G,] , e;( 0y) ej(%) = 0 mod (P, (03)) pour

iF jet e?(o; )= e;(0;) mod (P, (93)) . On aura donc , puisque

By (%) o e, (01) o
My =1, My = @ M, . Il reste alors a vérifier que
k=1
MZ =M ¢ .
k
e () e, () (02)
Six¢€ Mxk ,x-—-yk ,yeMwethk =
eka(fJ})
y ; or q,( e, (XD Q(XD) = 0 pour tout i , donc (X)X =0
e, (02) Q. (0x)
mod P, (X) d'olt y k Sk = 1 puisque y € My .
043 e.(0y)
SixéM‘ﬂk,alorsonécrit x=r-—-[xJ ; ona
=1
. . ej(o"')
O‘.k(ej)=05139‘:k,doncej(X) = 0 mod Qk(X)(J;{:k)etx =1
ek(a-'”)
pour tout j¢ k ; onadonc x=x .

Dans 1'algébre Zl [Gy] /(P"(O‘;)) , on obtient donc deux systémes d'idem-

potents irréductibles : a savoir les images des ’e'¢ et celles des ei( Oy )
i
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dans Zl G, 1 /(P%( 03 )) ( avec les notations précédentes ) . Pour vérifier
que ces idempotents coincident pour chaque i il suffit de montrer qu'ils cor-
respondent au méme facteur simple de 1'algébre .

Pour cela on remarque que 1'homomorphisme défini par a,—» l'(d;)
avec } [¢ , induit un homomorphisme de of = Z [Gy1 /(P (% D) sur Z[

dont le noyau ( qui ne dépend pas du choix de N’ ) est égal & @ I e, (0 ).
if]

Pour montrer que %ej( Oy ) = ok 6'4, , il suffit donc de montrer que
J

2'(C E¢ J#1 ; or e¢ est une somme d'idempotents de la forme

= — Z-_‘{' (o")o""l ol ¢' ‘4> (¢ caractere { -adique au-
?,k gx G‘GG o o

dessus de la composante ¢'d'ordre premier a £ de %').Onaalors

yACHPRETS Z \e'k(a' N gren oLl Z—‘f’k(a' " ~("(d")'1 qui est
¥ S'x GG,Z g'x GZ
nul pour toutes les valeurs prises par k sauf pourk=1, ob % '(ev, D=1,
On a bien %'(&, J# 0.
j
Le théorame est donc démontré : il constitue la généralisation

dela "A -décomposition " d'Iwasawa ( [12] , §3) .

Remarque 14 . Soit M_un ZI[G] -module annulé par F, (0y) . On peut

@ e¢(°"z) e, (%)
donc poser M ol Mo . On sait que Mo coincide avec le sous-
€
module Mo¢ . Compte-tenu des propriétés des e¢( 0y) , on peut écrire que :
e
¢
M * =] xeM,, Py(o)x -1},

On peut alors poser la définition suivante :

Définition I 3 . Soit M une &'-famille de Z( -modules ; on a M' ﬁ M‘
)

Nous posons MYy f. M'¢ (onadonc My = MYy 4 My ).
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Chap, 11

Application a 1'étude des classes relatives des extensions abdliennes.

1) Introduction ct définitions . Les groupes des classes des corps K€ X

constituent une G'-famille H a laquelle nous allons appliquer les résul-
tats précédents . Différentes propriétés pourront étre données sur les
modules H{x , nous commencerons par le cas des caractéres impairs , le
cas des caractéres pairs , exigeant un approfondissement des résultats de
Leopoldt ( [157) , sera traité dans le chapitre suivant .

Si L €)X, on note donc H(L) le groupe des classes au sens
ordinaire de L . Si L est imaginaire , on note H'(L)" le groupe des clas-

ses relatives (i.e. IH'(L)™ = { hée H(L), NL/L (h) = l}, L, désignant
+

le sous-corps réel maximal de L) et H(L)' 1e groupe des classes réelles
(i.e. le groupe des classes de L_ : H(L)" = ]}{(L+)) . On rappelle que
(cf. {101 )

|HCL) | = [ HCLdT| [ H@| .
Pour le nombre premier 4 fixé on note 6 (L) (resp. 76 (L) et (L))
le £ -Sylow des groupes H(L) (resp. H'(L) et H(L)" ) . Les fa -
milles H et £ sont des & '-familles ( les applications N et j associées
étant bien connues ) .

Dans le cas des groupes #6 (K) , 1'anncau A peut Gtre pris
égal a Z! , ce qui permet d'introduire les sous-modules 754 et ?‘%' , pour

(g, )

<pe@ , (caractéres £ -adiques) , les 6, et %; sont donc des £, L.
modules (cf, chap. 1, §4,fet§7).

En ce qui concerne les gg:slpes H(K) , on peut définir les
groupes Hyet H) , qui sont des Z ~ -modules ( cf. chap. 1,4, e et f),

Dans le cas relatif (i.e.l éf-) on a une simplification impor-

tante , & savoir que Hj = H, .
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2) Démonstration de 1'égalité H, = IH; , pour £¢ % .

a) Généralités , Pour démontrer 1'égalité en question , il suffit

de le faire pour les /£ -Sylow ?Gx et 7(;” .

Lemme II 1 . Supposons 36; % xz. Alors il existe une unique sous-exten-

sion K.f, de K,x’ telle que [Kt : K?] = { etil existe hé%x telle que

h' = NK% /th a les propriétés suivantes :

(i) pour tout p premier , p,g’/ y PE 4 ‘)Kq,/k{) (hD=1, k{)

désignant l'unique sous-extension de K? telle que [K*: k{)] =p ,
(i) (h) =1
Ky /Ky ’

(iii) h' estune classe d'ordre 4 dans ¥ (K‘f) .

En effet , si [Kx :@Q] était premier & £ , on serait dans le cas
semi-simple ( relativement & 1'algebre Z,[G,7) et , dans ¢e cas , les ap-
plications j sont injectives et les applications N surjectives , d'ou ?6;:7(;,
dans ce cas ( c¢f. démonstration de la prop. 1 5) . D'ou l'existence de Ky
et son unicité .

Soit alors hE?C,L , h¢ %x' et soit h' = NK/,‘ /KV h . Soit

plg, ,p# 4.
(i) Soit k l'unique sous-extension de K telle que (X, :kp]= P

§ 1K,
L
ﬂ;-—-—f——K\y

On a \)K% /kpl'l= 1 , donc , par application de NKZ /K? on aura

3

vh'=1,
Kq,/kp

(ii) Ona j h'=\) h =1 puisque he X, .
K, /K? K, /Ky 2
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(iii) Comme h' est une classe devenant principale dans K, , on sait
que son ordre est égal a 1 ou { .11 suffit donc de montrer que h'#1.
Supposons h' =1 ; on sait que pour tout p #4, plgz , ona OK¢/kph =1,
or 1l'application ij /k est injective ( car p # {) et par conséquent , on
p

R . / .
aura Ny /k h = 1 et en réalité on aurait h € %4 , ce qui n'est pas .
*p

Remarquons que malgré (i) , h' n'est pas nécessairement un

élément de 76, , car on suppose P 1.

Lemme 11 2 . Soit L/K une extension cyclique de degré £ premier quel-
conque . Soient E(L) et E(KX) les groupes des unitéds de L et K ., Soit j

1'homomorphisme j : H(K)—>H(L) . On a la suite exacte :
L/X

*
1->Ker j — E(L)/E(L)7 "1

*
ou E(L) ={8 € ECL), NL/KE = 1} etou 0 estun générateur de
G(L/K) .

Soient Ay et Ay les anneaux d'entiers de L et K . Si h'éKer j,

on éerit h' = cly @) , avec A =«A; , X €L . On auradonc

(o - *x
@a;) 1. Ay soit x7-1.& € E(L) . Montrons qu'a h' on peut asso-

cier la classe de £ modulo E(L)".'1

: si on écrit h'=c1K( b )=cl (o D,
alors b =(a)a ,aeK*et bAL= FAL , PeL; onaurapa.’ =
n € E(L?.Donc PA, =(a) RA =aw Ay ,s0it p=a & u,

u € E(L) et Pa'l IS d'ou = & u” "1, On vérifie qu'on a un

homomorphisme .

a-1

Si h' est telle queo(d'l =u , u€E(L) , alors a ~ou”

€K
et CEAL=aAL , soit01=aAK et h'=1.

Remarque II 1 . On remarque que E(L)* / E(L)a-' lest un groupe d'expo-
sant 1 ou £ . En effet, d*apres [7](p. 30), ona
1+ X+...4 x*-1. (X-1 )l-l - L A(X) avec A€Z[X]Jet A(1)= -1, soit




A(X)=(X-1)B(X) -1, Bez[X]; d'ou 1'égalité :
\)L/K - -1 40 -1)B(r)+ L , ce quifait que si & € E(L)’(~

(i.e. QL/K (E)=1) , alors 816 E(L)on_l .

b) Etude du cas £# 2 . On suppose désormais que L/Q est

cyclique et imaginaire . Si L/K est de degré »{;k 2, X est aussi imaginaire.

On introduit alors les sous-corps réels maximaux de L et X ; L+ et K+ :

L

L+
i L

2
K 2

o

*
Lemme II 3 . Soit T{ le 4 -Sylow du groupe de torsion de E(L) (Tf
est donc 1'ensemble des racines de 1'unité 4 de L d'ordre une puissance
de £ telles que NL/KZ = 1) . Alors l'image de % (K)™ 4 Xer j(dans
la suite exacte du lemme Il 2) est contenue dans q(T]f) , q étant 1'homo-

. . * * c-1
morphisme canonique E(L)—-E(L) / E(L) .

En effet, si h'€¢ 36 (K) A Ker j , cela signifie que QK/K h' =1,
+

——

soith'h' = 1 , en désignant de fagon générale par la conjugaison com-
plexe . On a donc , si h'= clK(q ),qa=a Ay ,a € K*, soit
aAL&AL =a Ay avec (puisque h'e Ker j) & Ap = XA et —O_ZAL=
% AL , ce qui donne aAL =<><c'<AL soitx®=au , u € E(L) ;

«1g 71471 it ( avecbvrr'1 =¢ € E(L)*) gf-7"! ; on a donc
q(&)q(E)=1;0r ( [10], Satz 24) , on peut décomposer £ en un pro-
duit de la forme 80?: , éo € E(L+) et Z racine de 1'unité ; d'ou
q(E)= q(EOZ)mais zZ-7-1 , d'ot q(EE) = q(fi): 1, (on adonc

* Eo’ € E(L)*; on peut donc toujours supposer que c'est Eo) , soit q(50)= 1;
on adonc € € (L)’ ! et L e EC(L )" et q(€)=q () ; comme

E(L)*/ EC(L)T 1 est d'exposant £ , on a bien q(& Je q( Tf) . 11 suffit

*
alors de déterminer q(TL )
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Lemme Il 4 . Le groupe q(TI*) est d'ordre 1ou / . Il est d'ordre £ si et
seulement si TIf =< Zl) et E(L)o—-% <G, 7 =(1) (Zl désignant une

e
racine primitive £ de l'unité) .

Soit 4 un générateur de TE (G est d'ordre une puissance de d
et on peut supposer 4 # 1 , sinon q(Tf) = (K)"' A Kerj=(1)).
N oo * -1 x . {
On a q(TL) ; T, / ECL) nTL . Sig e K, alors NL/KZ = &, donc
dans ce cas Z: =1 et Z=Z,l € X. Si C¢K , C'est que L=X(&) ;
comme [L:X]= { , cela signifie que Zié K nécessairement et que Zeé X ;

o
donc L/K est une extension de Kummer , c-a-d. que Z = Z,‘ Z , Soit
l2+...+ (-1 _¢p

NUK(= Zl 4

¢
soit NL/K Z= Z ¢ K .Onaura donc

encore Z! = 1 soit Z = Zq. , mais alors il y a contradiction avec 1'hypo-
* ' - %
these & ¢ K . Finalement Ty =< Z, et par conséquent E(LY 1/\ T, =

LGy > ou (1) .

Lemme I 5, Sil'on suppose H(K)' Kerj # (1), alors ce groupe

est d'ordre £ et l'extension L/K est une extension de Kummer de type
®
" classe " (i.e. de la forme K([\/ a),aeX ,a AK = af , & non princi-

pal ; cete propriété ne dépend alors pas du choix de ald.

En effet , si J6(K)™ 4 Kerj # (1), cela signifie que q(TE)
est d'ordre { , donc que Tf =< > et E(L)o'% < Z,‘ 7 = (1) (lemme
M4). Donc & 1(- K (car [L:K]-= £ ) et L/K est bien une extension
de Kummer .

Soit h' une classe non triviale de J¢ (K)~ N Kerj;ona
Bt = cl () # 1, avec h! —let otA] -« A ,xeL ;onax’l-g,
ge¢ E(L)*; on sait (lemme II 3) que q(&) = q( Zli) soit £ =C1; w1 ,
ué E(L),d'%u x 71 [1;110--1 et , dans 1'égalité & A} = & A; , on
peut toujours supposer que & est choisi de telle sorte que &« o-1, Zli ;

de plus , onaurak ¥ 0 mod { car sinon & serait dans K et & serait prin-

cipal . D'ou 0(6.’1 = Zl' , Z'l d'ordre f et O(IGK , dou L = K(x ) est
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l'extension de Kummer X ( {/_51) avec @8 = 0(2 j on a bien afy = OL"’ AL soit,
puisque a € K, afy = OZ!.
Reriarquons que nous avons en fait démontré le résultat suivant : Si les ex-
tensions L , X sont imaginaires ot galoisicnnes sur @ et L /K+ cyclique de
degré 24, £+ 2, alors % (K)" Kerj estd'ordre lou / et cetordre
est / siet sculement si L/K estune extension de Kummer de type "classe".

Montrons maintenant que la situation du lemme II 5 est impossible
pour une extension L/@Q cyclique .

Comme L = K( f/Z) , avec a Ay = Ole , cela signifie que seuls
les idéaux premiers au-dessus de 4 peuvent se ramifier dans L/X .

Décomposcns alors L/Q de la fagon suivante :

L
|

-

L
¥
K —K
Q Lo

avec I_/L0 et L'/@ cycliques d'ordre une puissance de / , L/L' et LO/O.
cycliques d'ordre premier a A . Soit p un nombre premier ramifié dans
L'/@ ; ce nombre premier sera ramifié dans L'/K' donc dans L/X ; ceci
implique donc p= £ et £ est totalement ramifié dans L'/Q et c'est donc

le seul .

Ceci permet d'identifier 1'extension L'/@Q : son conducteur

sera une puissance de 4 (/£ k+l sk 21),L'/Q seral'unique sous-

+
extension de degré { de Q( ) et K' l'unique cous extension de de-

k+1
gré jk'lde Q . Comme ZleK,onaura @(! )C.K @(1 +)

et , par conséquent L = K( Z ) , avec § d'ordre ¢ k+1.

11 suffit alors d'appliquer la théorie de Kummer qui montre que a = § M bp ’
v

(A E)=1, b(—K* y soita Ag =b Ay = Oll, soit Y principal , ce qui

n'est pas . D'ou le fait , dans le cas z £ 2 ,pour L/Q imaginaire cy-

clique et pour L/K cyclique de degré £ , que % (K)-n Ker j= (1) .






