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Nous donnons ici une approche détaillée du théoréme d'lwasawa ;
théorédme qui affirme |'existence de A ,lk,v tels que les p-groupes des

classes d'idéaux %n d'une Zp-extension soient, pour n assez grand,

p,pn+7\n+\)

- N
d'ordres ”Gn} = . Pour cela, nous suivons a peu prés

I'exposé que Lang réalise de la question dans [4] . Voici quelques

titres qui traitent de I'introduction de ce théoréme :

[]] Gillard R, Résultats sur les I'-extensions cyclotomiques,

Séminaire de théorie des nombres de Grenoble (1974),

[2] Iwasawa K, On I'-extensions of algebraic number fields,

Bull, Amer, Math, Soc, 65 (1959),
[3] Joly J. R, Etude de l'anneau A = Zp[[TJ]. Structure des

A-modules de type fini, Séminaire de théorie des nombres de Grenoble

(1969),
[4] LLang S, Cyclotomic fields, Springer Verlag (1978),

[5] Serre J,P, Classes des corps cyclotomiques d'aprés lwasawa,

Séminaire Bourbaki 1958-1959,

C'est dans [2] qu'lwasawa a énoncé ce théoréme, L 'introduction

de I'anneau A est due & Serre [5].



1 - L'anneau A =Zp[[X]].

On désigne par p un nombre premier et par A I'anneau Zp[[x]]

a

des séries formelles a coefficients dans Zp. Cet anneau est noethérien,

Si f estunélémentde A, f= I a x”, f est inversible dans A si et
n=0
seulement si f(0) = a, n'est pas congru a 0 modulo p, Il s'en suit que

I'idéal (p,X) de A, engendré par p et X est l'unique idéal maximal de A,

Algorithme d'Euclide dans A,

Proposition 1,1 : Soit f= I a, X' un élément de A, On suppose
i=0

qu'il existe un entier n tel que a; 0 mod (p) pour 0 = i<n-1 et a, 70

mod (p). Pour tout g appartenant a A, il existe un élément unique q de A

et un polynéme unique r de Zp[x] tels que :
g=fq+r

dorSn—l ou r =0,

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons le lemme :

Lemme 1,2 : Soit T une application Zp-linéaire de A dans A telle que

ImTCph, Alors id, + T estun Zp—automorphisme de A,

Démonstration : Il est clair que si x appartient &3 Ker (idA + 'r> , alors
x appartient & N pl A= iO} . Donc x =0 et idA + T est injectif, Soit x un
i=Z0

élément de A, Définissons une suite (bi>i >0 d'éléments de A de la fagon

suivante : Posons bo = x, On a donc bo + T <bo> £ x mod (p). Soit ensuite

2pn . x - 2
b, défini par bl =—’r<bo>/p. On a donc bo+pb] +’r<bo+pb]> = x mod <p>

1

Ensuite, b2 sera défini par b2 = - <bo + pb]>/p etc,,. Posons

b= bo + pb] + pzbz +.,.. On obtient alors b + T(b) = x et nous avons montré

que idA + T est surjectif,

Démontrons maintenant la proposition 1,1 : Pour cela introduisons

les applications Zp-linéaires de A dans A ainsi définies :



o L b.X = b +b,X+...+b x"=1
>0 i o 1 -1

B T b.x' - g X',
iZO ] iZO Nn+i

L'existence de q et r équivaut a I'existence de q tel que B(g) = pl(qf).
Mais f = o(f) + X" B(f) d'ob B(g) = B(q a(f)> + B(anB(f)> . Soit encore
Bl(g) = B(q oz(f)> + qB(f). Posons z = qB(f). Comme B(f) est inversible,

il reste a résoudre, z étant I'inconnue : B(g) = B(z oz(f)B(f)—]> +z, Mais

ao(f) appartient 3 pA. On déduit alors du lemme |'existence de z,

Définition d'un polynéme distingué : C'est un polyndme unitaire de

Zp[x] de la forme x”+pan_]x”" +... +a; pX+a p;avec a, dans

z_.
p

Proposition 1,2 : Si f est un polyndme distingué, alors {!injection

canonique de Zp[x] dans A induit un isomorphisme de Zp-modules :

Zp[x]/fzp[x] = A/fA.

Démonstration : On considére |'application canonique : Zp[x] > AJFA,

On déduit de l'algorithme d'Euclide dans A, que cette application est surjec-

tive, Si maintenant h appartient a Zp[X] N fA, divisons h par f dans
zp[x] . Nous obtenons h = fq + h] avec dohl < d°F -1, Le reste h1 appar-

tient & fA., On déduit alors de ltunicité de Italgorithme d'Euclide que h] =0,

Donc le noyau de cette application est pr[X] .

Définition du degré de Weierstrass : Si f est un élément de A,

f= ;; a_ xn, on appelle degré de Weierstrass de f, noté degW(f) le plus
n=0

petit entier i tel que a, # 0 mod (p). Lorsque f appartient & pA, on posera

degW(f) = 400,



S

Proposition 1,3 : Soit f un élément de A, n'appartenant pas & pA,

Posons h = degW(f). Il existe un polynéme distingué h de degré n et un

élément inversible u de A tels que f=uh,

Démonstration : Posons f = DI Xm. On a donc a_ = 0 mod (p),...,
m o
m=0
a_ _3 =0 mod (p) et a_ # 0 mod (p). Utilisons I'algorithme d'Euclide : il

existe q et r tels que x" = fq+r avec r € Zp[x] et d°r < n - 1. En ré-

duisant modulo p, il reste r = 0 mod (p) et X"~ r estun polynéme distingué
de degré n, D'autre part, si q= I bi X', nous avons
i=Zo0

.e. +a_b_etnousobtenons a_b = 1mod (p). Donc
n (o n o

q est un élément inversible de A et on peut écrire f = (x”- r> q-].

1l=a b +a,b +
O n 1 "'n-=1

2 - Structure des A-modules de type fini,

La notion de base employée pour préciser cette structure est la notion
de quasi-isomorphisme :

Définition d'un quasi-isomorphisme de A-modules : Soient VV et W

deux A-modules, Un quasi-isomorphisme o de VV dans W est une application
A-linéaire de V dans W, dont le noyau et le conoyau sont finis (Rappelons

que Coker o = W/Im o),

Remarques : La somme directe de deux quasi~isomorphismes est un
quasi~-isomorphisme, Le composé de deux quasi-isomorphismes est aussi un
quasi-isomorphisme, Mais ['existence d'un quasi~isomorphisme de VV dans W
n'implique pas I'existence d'un quasi~isomorphisme de W dans V : Considé-
rons en effet 1'idéal de A engendré par p et X, noté (p,X), et la suite
exacte :

0—>(p,X)—>A->IFp->0.

L'injection canonique de (p,X) dans A est donc un quasi-~-isomorphisme,
Mais il n'existe pas de quasi~isomorphisme de A dans (p,X) : soit 6 une
application A-linéaire de A dans (p,X). L'image de 1 par © a un degré de
Weierstrass supérieur 3 1, Si ce degré est fini, on peut I'écrire sous la
forme uh, u élément inversible et h polyndme distingué de degré supérieur
a 1 (Proposition 1,3), On a alors Im8 =hA et (A : hp) = (Zp[x] : th[X])



est infini, Donc Coker 8 = (p,X)/hA est infini, Si I'image de 1 par 8

appartient 3 pA, on a le méme résultat,

La méthode que hous exposons ci-aprés s'inspire de la méthode
classique de détermination de la structure des modules sur un anneau

principal,

Définition de R : Soit R une matrice a coefficients dans A, Soit

. : . n
n le nombre de ses colonnes, Ses lignes sont des éléments de A et on

note R le sous—-A-module engendré par les lignes de R, On considére

le A-module An/ﬁ. Il est de type fini, Réciproquement on a la proposition :

Proposition 2,1 : Si M est un A-module de type fini, il existe un

entier n et une matrice R 3 n colonnes telle que M soit A~-isomorphe a
n A
A /R,

Démonstration : Soit ui>1 <i<pyn systéme de générateurs de M,

- -~ - n P z
Faisons correspondre a la suite ()\] yee ey )‘n> de A I'élément

+... +A_u_ de M, Le noyau de cette application A-linéaire est de

7\u1 n n

1
type fini, puisque A est noethérien, Un systéme de générateurs de ce noyau

forme les lignes de la matrice R cherchée,

Opérations élémentaires : Soit R une matrice, a n colonnes, a coef-

ficients dans A, Une opération élémentaire sur les lignes de R est :

ou I'échange de deux lignes,

ou l'addition a une ligne d'une combinaison A-linéaire des autres
lignes,

ou la multiplication d'une ligne par un élément inversible de A, Il est

clair que si R' est déduite de R par une opération élémentaire sur les lignes,
A A n A n ~

alors R=R' et A /R=1/R',
Une opération élémentaire sur les colonnes se définit de la méme facon,

Si R' est déduite de R par une opération élémentaire sur les colonnes, alors

A"/R' est isomorphe a A"V/R,

En plus de ces opérations élémentaires utilisées dans la théorie clas~
sique des modules sur un anneau principal, nous allons introduire d'autres

opérations dites "admissibles!'" :



On désigne par R une matrice & n colonnes et t lignes, & coeffi~

cients dans A, Posons R = <aij> .

Définition d'une opération admissible de type 1 : Pour réaliser une

telle opération sur la jeme ligne, il faut que a. # 0 mod (p) et aijE 0 mod (p)
pour j# i. Cette opération consiste & diviser aij pour j# i par p et a

multiplier a,;, pour k# i, par p, L'élément a; reste invariant,

En résumé :

)\],pxz, LAY ,p)\ )\]’)\2’ s o0 ,x

type 1 sur la 1&re ligne Py

A
rd

<avec A, # 0(p)>

Quelconque Inchangé

LI Y

Pk,

Proposition 2,2 : On suppose que R vérifie I'hypothése permettant de

réaliser une opération admissible de type 1 sur l'une de ses lignes, Soit R'

la matrice déduite de par cette opération, Alors il existe un quasi-isomor-
phisme de A"/R dans A"/R'.
Démontrons tout d'abord le lemme suivant :

Lemme 2,3 : Soit M un A-module de type fini, annulé par une puis-

sance de p et par un polynéme distingué, Alors M est fini,

Démonstration : Soit pl< la puissance de p qui annule M et A le

polynédme distingué qui annule M, Soit {u] yeosos un} un systéme de généra-

teurs de M, On déduit de I'application (al yeos :‘an> 2 eyt ta Ul de
e

A" dans M, une application A-linéaire sur'jectiv?/(A/pkA + 1A>n sur M,

Mais A/pkA +AA= (A/M)/((pk/\ + M)/M) = (0/A A)/pI< (A/A 1)

i~ (Zp[x]/x Zp[X])/pk (Zp[x]/x zp[x]) est fini,

Démonstration de la proposition : Reprenons la notation introduite

plus haut :



xl,png o0 e )p)‘n )\]’)\2’ ¢ 0 ’)\n
Pk,
R= et R'-= .
Quelconque : Inchangé
P W,

Considérons |'application de A" dans A" qui fait correspondre a

(a] yessy an> I'élément (p a1,85,000, an> de A", 1I est clair que cette
application envoie R dans Fi'. On en déduit donc une application A-
lindaire 6 de A"/R dans A"VR' définie par

(al,,,, ,an> +R P (pal,az,... ,an> +I§'. Son image est

[(pA XA X, e X A) +R']/R' et son conoyau est An/<pA XA Xaeeo X A> +R',
Ce conoyau est annulé par p et par X]. Donc d'aprés e lemme, il est fini,

D'autre part, on peut vérifier que son noyau est réduit 0, Donc & un quasi-

isomorphisme,

Définition d'une opération admissible de type 2 : Pour réaliser une

‘ . .eme . . . . - k
telle opération sur la i ligne, il est nécessaire que aij =0 mod \p

pour tout j, 3 = 0 mod (pk> pour tout k et enfin a.. # 0 mod (pk+]>

2 - - - - - -é -
Cette opération consiste alors a diviser les termes de la | me lighe par pk.

Soit en résumé :

k k k
p}‘]yp >‘2, eee , P )\n )‘I’KZ’ LI 7)‘
pkuz type 2 ; sur la 1&religne pkp,z
N .
7 .
Quelconque : Inchangé
(avec A F0 (p)) .
k
Py P by

Proposition 2,3 : Soit R une matrice a coefficients dans A, pouvant

- e - -é - -~ - - -
subir une opération de type 2 sur la i me ligne ; c'est-a~dire qu'il existe

un entier k tel que aij =0 (pk> pour tout j ; aki =0 (pk> pour tout k et



a. # 0 mod (pk+]>. Soit R' la matrice déduite de R par |'opération
admissible de type 2 sur la jeme ligne, Alors il existe un quasi-isomor-

phisme de A"/R dans (An/§'> ® <A/pkA>.

Démonstration : Reprenons la notation simplifiée : (avec A Z0 (p))

k

k k
P AP Ay aee P M » A
k
P Hy
R = . et R'=
: Quelconque Inchangé

Considérons I'application de A" dans (An/§'> @ (A/pkA> qui fait corres~
pondre a (a] S euse ,an> I'élément ((al  eens an> +R' ya, + pkA>. Cette
application envoie R dans 0. On en déduit donc une application 6 A-linéaire
de A'YR dans (An/ﬁ'> & (A/pkA>. Elle est injective, Pour montrer que le
conoyau de cette application est fini, nous montrons qu'il est annulé par pk
Soit ((b] yeoss bn> + R , bo + pkA> un élément de (A”/ﬁ') @ (A/pkA>.

et ,)\].

Sion le multiplie par pk, alors on constate qu'il est I'image par 0 de

(pkb],,.. ,pk bn> +R. Sion le multiplie par Ay, on peut I'écrire :
ay kK, _ o k
[A]<b] ,...,bn>+R yAb,+p A ] -[(x]bo,..., Mb - xn<b]-bo>>+R s Mb +p A]

et il apparaft ainsi comme un élément de Im 6, Ceci termine la démonstration,

Définition d'une opération admissible de type 3 : Pour pouvoir réaliser

P . .eme . . .
une telle opération sur la |ém ligne de la matrice R, il faut que les termes
.eme . . .. e k s g
de cette i ligne soient tous divisibles par p, clest-a-dire:
aij = 0 mod <pk> pour tout j et qu'il existe un élément A de A, non divisible
-k -k

yesesesAa. P > appartienne 8 R, L 'opération admis-

par p, tel que <>\ a“p in

sible de type 3 sur la iéme lighe consiste & diviser les éléments de cette

. k
lighe par p ,



En résumé, voici une opération de type 3 sur la premiére ligne

(sous I'hypothése : il existe A€ A, A # 0 mod (p) tel que

(Adjseee,dn JER)

type 3
Quelconque _— Inchangé

Proposition 2,4 : Soit R une matrice susceptible de subir une

opération admissible de type 3, Soit R' la matrice déduite de R par

cette opération, Alors il existe un quasi~isomorphisme de An/ﬁ dans

AYR'.

Démonstration : Il suffit de considérer I'application naturelle de

A"VR dans A"VR' déduite de I'inclusion RE R'. Elle est surjective, Son

noyau est Ii'/li Ce A-module est annulé par A et par pk. Il est donc fini,

d'apreés le lemme énoncé plus haut,

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme essentiel :

" Théoréme 2,5 : Soit R une matrice a coefficients dans A, Il existe

une suite de polynémes distingués k] ,eee, A _ et une suite d'opérations élé-
r

h mentaires ou admissibles permettant de transformer la matrice R en une

matrice R' de la forme :

A, 0.0 0..0
0 Ay :
0 0... )‘- ocoo O
RI= r
o 0... O 0... 0
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La démonstration de ce théoréme va utiliser la définition suivante :

Définition de degk R : Soit toujours R une matrice a coefficients

dans A et k un entier inférieur & son nombre de lignes et de colonnes,
On considére I'ensemble de toutes les matrices qui peuvent &tre déduites
de R par des suites dlopérations élémentaires ou admissibles, laissant
invariant les (k~1) premigéres lignes, Si <aij> est une telle matrice, on
slintéresse au minimum : min degW <aij> ; i et j étant supérieurs a k,

P> K
iz k

On désigne par degk R, le plus petit de ces minimum, <aij> parcourant

I'ensemble des matrices considéré,

Remarque ;: Si R' est déduite de R par une opération élémentaire
ou admissible laissant invariant les (k-1) premiéres lignes, alors
degk R= degI< R'.

En effet, I'ensemble des matrices qui peuvent &tre déduites de R'
par des opérations élémentaires ou admissibles laissant invariant les
(k~1) premigres lignes est inclus dans |'ensemble des matrices qui peu-

vent &tre déduites de R de la méme fagon, D'ol cette inégalité,

Pour démontrer le théoréme 2,5, nous démontrons d'abord cette

proposition :

Proposition 2, 6 : Soit R une matrice a coefficients dans A, On

peut, a l'aide d'une suite d'opérations élémentaires ou admissibles, trans-

former R en une matrice R' de la forme
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ol 7\] yesss )‘r* sont des polyndmes distingués vérifiant les conditions :

Pour 1< ¢ < pr, dole=degeR

Pour démontrer cette proposition, nous procédons par récurrence
au moyen de la proposition suivante :

Proposition 2,7 : Soit R une matrice & coefficients dans A de la

7\]. 0
0 .}‘r‘-l
( X Y

ol )\] yeo o )‘r—l sont des polyndémes distingués tels que pour 1= ¢ = r=~1,

forme

do 7\2 = dege R. Si le bloc (Y) n'est ni nul, ni vide, alors il existe une

suite d'opérations élémentaires ou admissibles permettant de transformer

I
)

R en une matrice R' de la forme

C. |
0 A
r-
( x
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\ A - - 2z - A
ou Xr* est encore un polynéme distingué et ou les polynémes )\] yeees )"r*

vérifient encore les conditions : pour 1= ¢ < p, doke = dege R'.,

Démonstration : Posons R = O\U) et convenons de noter Xi pour

lii' A l'aide d'opérations admissibles de type 1 sur les lignes 1,2,,,,,r-1,

on peut multiplier les éléments de X par p autant de fois que I'on veut, sans
modifier les r -1 premiéres lignes de R, Une permutation de colonnes d'in~-

dices supérieurs a r suivie d'une opération admissible de type 2 sur la

r‘éme lighe peuvent alors (puisque Y # (0)) faire apparaftre un }\Pf 0 mod (p).

Nous avons donc vérifié ainsi que deg R # o0,

1l existe donc une suite de transformations admissibles et élémentaires
laissant Invariant les r -1 premiéres lignes et transformant la matrice R en une

matrice R' = (l:J) telle que : deg_ R'= deg,,, )‘i'j pour un i et un j supérieur

a r, Effectuant une permutation de lignes et colonnes, nous pouvons supposer
i=]=r, Multipliant la réme colonne par une unité adéquate, nous pouvons
supposer que }\;‘ = A;*r' est un polyndme distingué. 1l vérifie do}\;‘ = deg R'.

Des opérations élémentaires laissant invariant les r -1 premigres lignes
permettent, en utilisant l'algorithme d'Euclide, de faire apparafitre sur la

neme ligne des polynémes kr'*j tels que : dokt"j < dOAL pour r# | et

(o]

d 7\|Lj<d°>\j pour j<r, (Il est clair que )\j =)\Jf pour 1 < j < r-1, puis-

que les r -1 premiéres lignes n'ont pas été modifiées),
Il reste & montrer que la matrice R' vérifie les conditions annoncées,
Si 1< ¢ =< r-1, on déduit de la remarque faite plus haut que :

d°a = deg, R < deg, R' < d°_xé =d°xe. Donc d°xe = deg, R'. De meéme,

4
T ] Oa.t _ 041 _ !
par définition de }‘r" ona d kp degr R. Donc d }‘r degr R,
Montrons maintenant que Xr"i =0 pour i = r+1, La condition
O, 1 O, ! Ler ten 1, 40,1 _ _ 1
d A .<d A etladéfinitionde A : d A =deg R =deg_R', montre que
ri r r r r r
deg,,, (kr'-i> = +00, ou en dl'autres termes >‘r'*i = 0 mod (p). Supposons que les
)‘;‘i , 12 r+l ne soient pas tous nuls et soit k tel que pk ne divise pas ces
}‘rl~i‘ En utilisant des opérations de type 1 sur les lignes 1,2,,,.,r=1, on

peut multiplier >‘|Lj pour 1 = j= r-~1 par p autant de fois que |'on veut, de
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fagon a avoir 7‘|Lj =0 (pk> . Utilisant encore l'opération de type 1 sur la

Péme ligne, on fera apparaftre un ?":i , 1= r+l1, tel que degW <)‘:i> < do)\P.

Contradiction,

Montrons enfin que >‘r|~i =0 pour 1< j = r-=1, Nous avons

d°>\'Li<d°7\i. Sipour 1< i< r=-1, il existaitun A\ #0, il devrait vérifier

>\I

i =0 mod (p), sinon il contredirait la condition deg, R'= do)\i. Mais en

éme

effectuant |'opération élémentaire de type 1 sur la r ligne, autant de fois

que nécessaire, on peut faire apparaftre un }‘:i , tel que degW )‘;Ii < d° Ki .
Contradiction,
Ainsi la matrice R' a bien la forme annoncée, Ceci termine la démons—
tration de la propriété 2,7, La proposition 2, 6 s'en déduit immédiatement,
Pour terminer la démonstration du théoréme, nous utilisons la propo-

sition suivante :

Proposition 2,8 : Soit R une matrice a coefficients dans A de la forme

R =

1] seees hp étant des polynémes distingués tels que pour 1< ¢ < pr,

d°r, = deg‘e R. Alors on peut déduire de R, a I'aide d'opérations élémen-

¢

taires, la matrice :
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Démonstration : Soit R = (7\”> la matrice donnée, Posons Ai = )‘ii‘

Utilisant des opérations élémentaires et I'algorithme d'Euclide, on peut

transformer R en R' = (7\ i'j>’ ol Ai'j , pour i>r, sont des polynémes
tels que dolgj <d°® 7\] pour i>r et 1< j< r, Comme ces opérations
laissent invariantes les r premiéres lignes, et utilisant la remarque,
on a donc encore do)\i = deg, R' pour 1= i< rpr,

Il reste & montrer que si i>r, alors li'j =0, Supposons qu'il n'en
soit pas ainsi et que X;J. 7‘ 0. La condition doke = dege R' et la condition
.eme

<d°).e implique 7\;2 = 0 mod (p). Posons donc )‘i'k =pA! etla i

O
d)‘i ik

¢

lighe de R' est de la forme :
n " n
(p)\i],plizyooo,pxin>c
D'autre part, posons A = X]AZ ces }‘r*' Il stagit 14 d'un polynéme distingué

et (A,0,...,0), (0,r,0,...,0), etc,.., appartiennent & R'. Donc

()\ X'i'] yeoss A k:'n> appartient a R'. Utilisons alors I'opération admissible
de type 3 sur la iéme ligne, On peut donc remplacer dans R' la iéme
ligne par
" n " > aae (o] - 1
(7\” ’)‘iZ"" ’)\in. sans changer les conditions d ke dege R.

En répétant cette opération le nombre de fois qu'il faut, on fait apparaftre

un terme d'indices ij qui contredit la condition d° >‘j = degj.
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Ceci termine la démonstration de la proposition 2,8 et du théo-
réme 2,5, Des résultats énoncés dans ce paragraphe, nous déduisons

immédiatement :

Théoréme 2,9 : Soit V un A-module de type fini, Il existe un

entier s, des polyndmes distingués )\] ye oo KP , des entiers Miyeee, M

m,
et un quasi~isomorphisme de V dans A° @ (69 (A/kiA>> ® (EB (A/p 'A)).
i i

Remarque : Si )\] et )\z sont deux polynémes distingués premiers
entre eux, A/)\IKZA est quasi-isomorphe & A/)\IA ® A/?\ZA. Par suite il

est possible dans le théoréme précédent d!'imposer de plus a }\] yees s A
r

d'étre des puissances de polynémes distingués irréductibles, Avec cette

condition supplémentaire, les paramétres )\] yeoos )‘r' yMiyee.,m €t s sont

uniques, L_a démonstration de cette unicité s'appuie sur la notion de dimen~
sion d'un module libre sur un anneau principal (on utilise ici les anneaux

Zp et IFp[[X]]) et sur les lemmes suivants :

Lemme : Soient \V et V' deux A-modules, T et T' leurs sous-
modules de torsion respectifs, Si VV est quasi-isomorphe a V', alors T

est quasi~isomorphe & T' et V/T est quasi~isomorphe 3 VYT',
Lemme : Soient V et V' deux A-modules et A un élément quelconque

A. Si V est quasi-isomorphe & V', alors AV est quasi-isomorphe & VA

et V/AV est quasi-isomorphe & VYA V',

3 -~ Module d'lwasawa,

Définition des polynémes hn et 9n : Pour tout entier n, on pose
p" p -1
hn=(l+x> -1 et gn=hn/><=l+(l+x)+...+<l+x> . Ces poly=-

némes sont des polynémes distingués de Zp[x] . Ona 9, = 1 et

gn+]=gn[1+(r+x¥m+...+<1+x>w‘”pnl
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Définition d'un module d'Ilwasawa : Soit V un A-module, Soit

Tireees Tg des éléments en nombre fini de VV, On dit que V est un
('\'] yeoss 'rs>—module d'lwasawa si V est un A-module de type fini et si

pour tout entier n le module quotient V/gn (XV + Zp T + 406 + Zp Ts)
est fini,
Cas particulier : Un 0~-module d!'lwasawa est un A-module VV de

n
type fini tel que V/((l + X)p - l)v soit fini pour tout n,

Proposition 3,1 : Soit V un (Tl,... , 'rs>-modu|e d'ilwasawa, Soit

a une application A-linéaire de V dans W, On suppose que le conoyau de

a est fini, Alors W est un (a(n) yeses a<'rs) )-module d'lwasawa,

Démonstration : Puisque VV est de type fini et que (W : a(v)> est
fini, alors W est aussi de type fini, Posons U =XV + Zp Ti+ees + Zp Toe

On déduit de a une suite exacte :
v/gnu —_ oz(v)/a(gnu>——> 0.
De plus, on a a(g u) =g_oa(U), Donc (a(v) : g a(U)) est fini, Donc
n n n
(W : 9, a(U)) est fini. Constatons enfin que
a(U) = a[XV + Zp Ty Faee +Zp 'rs] =X (V) +Zpoz<'r]> S +Zp°’<Ts>‘
Donc a(U) S XW + Zpa ('r]> +eee + Zp o ('rs) . Ceci montre que

W/gn (xw + ZpQ/(T]> +... + Zpo: ('rs>> est fini,

Lemme 3,2 : Soient V un A-module et Ul un sous-module de V.,

On suppose que V/U est fini, Alors il existe un entier no et une constante

entiére c tels que pour n = ng» on ait (gnv; gnu) = pc.

Démonstration : A partir de la multiplication par g, on forme une

suite exacte V/U — 9, V/gnu — 0. Elle montre que (gnV: gnu> est
fini, De plus 9 +1 est un multiple de 9 On peut donc aussi former une

suite exacte
gnV/gnU gn+lv/gn+lu 0

qui montre que les indices (gnv : gnu> forment une suite décroissante ;
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donc stationnaire, Remarquons enfin que tout A-module fini est aussi un

Zp-module fini, Son ordre est une puissance de p,

Proposition 3,3 : Soit V un (*r],... y 'rs>-module d'lwasawa, Soit

U=XVv+Z Ty Feee * Zp Tg e Soit ¢ un quasi-isomorphisme de V dans W,

Si Z=XW+1Z a('r > +7Z o:(T ), alors il existe un entier n_ et une cons-
P 1 o} s o

tante entidre c tels que pour n = ng» on ait (V: gnu> = (W : 9, Z) pc.

Démonstration : A partir de o on forme la suite exacte

o”l’\
V/g,U— alV)/a (gnu) — 0.

Le noyau de a_ est <Ker~ o+ gnu)/gnu T Ker o:/(Ker an gnu> . Cet en~
semble est fini : De plus 9n+lu c gnu. Donc (Ker' ot Ker o N gnu> est
une suite croissante et bornée, Donc stationnaire, Donc |Ker~ oznl est
constant pour n assez grand, |1 s'en suit que <V: gnu>/(oz(v) : a(gnu>>
est fini et constant pour n assez grand, D'autre part, (W : oz(V)) est fini,
Comme V/U est fini, a(V)/a(U) est fini, Donc (W : cv(u)) est fini et
Z/oz(u) est fini, L'application du lemme 3,2 montre que a partir d'un cer-

tain rang (gnZ - cv(u)) est constant, D'ol le résultat,

Etudions maintenant les A-modules élémentaires, c'est-a-dire les

A-modules qui apparaissent dans le théoréme 2,9 :

Proposition 3,4 : Considérons A comme A-module, Pour toute suite

('r] yese s 'rs> de As, A nlest pas un ('rI yeees 'rs>-module d'Iwasawa,

Démonstration : Soit <'rl yeoss 'rs) dans As. Nous avons

c .
9 (XA + Zp T Foees Zp 'rs> 9,0 et une suite exacte

r g, (XA LTt +zpfs> — Afg A— O,

Mais g est distingué, Donc A/gnA:Zp[X]/gan[X] est un Zp-module libre

n

de dimension d° g, =P - 1. Donc il est infini,
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Proposition 3,5 : Soit m un entier positif, Soit V=A/p™A.

Pour tout TireessTg appartenant a V, V est un <'rl yese s 'rs>—module
d'lwasawa, |l existe un entier N et une constante entiére c tels que

N
> 7 = nMmpP + c
pour n = n_, onait [V/g (XV+Z 1 +... +Z )| =p ,

Démonstration : Posons U = XV + Zp Tt oo * Zp T L'indice
(gnV : gnu> est constant 3 partir d'un certain rang d'aprés le lemme 3,2,

D'autre part, on a : V/gnV = (A/pmv>/gn (A/pm V) =
(A/pmA>/(pmA + gnA>/pmA - A/(pmA + gnA> =
(a/a,0)/ (P™n +g,.0)/a 0 = (a/g_0)/p™ (8/g, ).

Mais g _ est distingué, Donc A/gnA < Zp[x]/gan[X].

114

Donc V/g V = (Zp[X]/gan[X]>/pm <Zp[X]/9an[x]>'

n

o m( n-l)
Mais d®g_=p" =1, Donc |V/g V| =p"\ .

D'ol le résultat,

Proposition 3, 6 : Soit f un polyndme de Zp[x] distingué, de degré d,

Soit V =A/fA. On suppose que (T] yesos 'rs) sont des éléments de V tels que
V soit un <'r] yeess 'rs>-module d'lwasawa, Alors il existe un entier No et une
constante entiére c tels que pour n = n_, on ait :

o

d
lV/gn(xv+ZpTl+"’ +Zp¢s>| =pdntc

La démonstration de cette proposition utilise le lemme :

Lemme : Pour n assez grand, il existe des polynémes An et Bn tels

U 941~ 9n (p (] +Anp> + an)'

Démonstration du lemme : On a dans A la congruence f = Xd mod (p).

n n]

n
est tel que p > d, alors xP =0 mod (f,p). Donc XP =0 mod (, p)

Si n]
n

n n
pour n = n,, Mais (l +x)p =1+XP mod (p). Donc (l +><>p = 1 mod (f, p)
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n+1
et un calcul évident montre que (l + X)p = 1 mod (f, p2>. On en déduit

n-+1 n+1

1+(l+x)p e +(1+x>(p")p = p mod (f,p2>.

' —\- - - -

Clest-a~-dire il existe An+l et Bn+1 tels que
n+1 n-+1
p >(p-l)p - 2

1+(1+><> +...+(l+>_< P+A P +B T

Démonstration de la proposition : Considérons le quotient 9 V/9n+1V'

Pour n assez grand, nous déduisons du lemme |'égalité : 9h+1V=9,PV;
car f annule V et 1+ Anp est un élément inversible de A,

D'autre part, si U=XV+Z T +.,.. +Zp'rs, nous avons UC V et

1
gnu c gnVC V. L'hypothése (V: gnu> fini implique donc (V P9, V) est

fini, Comme f est distingué, V est isomorphe a Zp[X]/pr[X] et V est un
Zp—module libre de dimension d, 1l en est de méme de gnv, pour tout n,

De |'égalité g V=g PV, pour n assez grand, on déduit que

n+1i
<gnV: gn+]V> = pd. Il existe donc une constante oo telle que pour n assez

dn+c
grand (V 19, V) =p °. Il reste & s'occuper de llindice (gnv 9, u) .
Le lemme 3,2 permet de conclure qu'il est constant pour n assez grand,

D'ol le résultat,

Remarque : On désigne toujours par f un polynéme distingué, Lorsqu'il

existe un entier n tel que f et 9, ne soient pas premiers entre eux, alors
pour tout T,,..., T appartenant & A/fA, A/fA n'est pas un (’r] 1oy 'rs>—
module d'lwasawa, Par contre, si f est premier a hn pour tout n, alors

pour tout T,,..., T, appartenant a AJfA, A/fA estun ('r] seees Ts>-module

S

d . : .
d'lwasawa, Quant au module A/X A, il peut, suivant les valeurs de Tiyresss Te

étre ou ne pas étre un ('r] yeoss 'rs>-module d'lwasawa,

Proposition 3,7 : Soit V un ('r] yeses 'rs>-module d'Iwasawa, On

suppose que \V se décompose en somme directe de deux modules V = v'e (VA

Posons T, = 'ri' + 'r;' avec T} € V' et 'r;' e V"', Alors V' est un (T]',... , T;)—
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1"
module d'lwasawa et V" est un (’r] yeees T;)-module d'lwasawa,

Soit U=XV+Z 7
p s

. : LI ! 1
l+...+Zp'1's,smtu XV +Zp-r]+.,,+zpq-
;'+ e +Zp 'r';. 11 existe un entier N, et une constante
c tels que n = n, implique :

(v: gnu) = (v': gnu') (v": gnu") pC.

et U" =xV" +Zn

Démonstration : La premigdre affirmation se déduit de la proposition

3.1. Ensuite nous avons Z_T,C Zp T+ Z, 'r;', dloti ucu'e u" ; soit encore
g, uc gnu' ® gnu". D'autre part, V/gn (u' ) u"> est isomorphe a

V'/gnu' @ V"/gnu". Pour conclure, on applique le lemme 3,2 a u'eu"

et U : Il existe un entier No et une constante c tels que : pour n = Ny »

i, ' ny ., = nC
onalt.(gn(u @u).gnu> P .

Théorgme 3,8 : Soit V un A-module, Si 7,,..., T, sont des éléments

de V et si V est un <'r] yeso 'rs>-module d'lwasawa, alors il existe des en—
tiers positifs no,p,,)\ et un entier relatif v tels que n = no implique :

p,pn+)\n+v

lv/gn(XV+Zp'r]+... +Zp'rs>|=p .

Démonstration : Par définition, V est un A-module de type fini, Utili~

sons le théoréme 2,9 : il existe un entier r, des polynémes distingués

flaeees ft , des entiers m,,,.,,m etun quasi-isomorphisme de V dans
r ;i
A® (EB (A/fiA» ® (@ (A/p A)). D'apr&s la proposition 3,1, ce A-module
i i

est un module d'lwasawa, Donc chaque composante aussi (proposition 3,7),
On déduit alors de la proposition 3,4 que r =0, L'application des propo-

sitions 3,3, 3,5, 3,6 et 3,7 fait apparaftre les entiers p =3 m, et

A =>:d°fi.

Définition : Nous dirons que p et A sont les param@tres associés au

module dllwasawa V.,
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Remarques : Ces paramétres, A et p, ne dépendent pas des valeurs

Tioeses Tg (bien que V puisse, suivant ces valeurs, &tre ou ne pas &tre un
module d'lwasawa), En effet, supposons que V soit un ('r] yeses 'rs>—module
d'Ilwasawa et aussi un ('r]' yeeos T;)—module d'ilwasawa, Alors il est clair que

\V est encore un (T] vesesTos Tireees 'r's>-module d'lwasawa, Posons

= T _ 1 '
u—xv+Zp'rI+... +Zp-rs, u xv+Zp'r]+... +Zst et

= ! ] 1 o .
w ><V+Zp Ty +ees +Zp'rs + Zp Ti+ oo +Zp'rs. L 'application du lemme
3.2 3 W et U d'une part et W et u' dlautre part, montre que pour n assez
Y . . 1
grand les indices (gnv : gnu> et (gnv : gnu ) sont constants,

Les parametres A et p sont conservés par quasi-~isomorphisme

(Proposition 3. 3).
Par contre, la quantité v dépend de Tiseee, T. Deplus, elle peut

étre négative comme le montre ['exemple suivant : Soit V = A/pA. Choisis-
sons pour T la classe de 1 + X modulo pA, Alors V est t-module d'lwasawa,

On vérifiequel'ona p=1, A =0 et v==1,

4 - Zp—extensions :

Définition d'une Zp—extension : Une extension KO‘,/Ko est dite une

Zp—extension, si elle est galoisienne et si son groupe de Galois est isomorphe
n
a Zp° On note ce groupe de Galois I', Pour tout entier n, T'/TP (on note

I' multiplicativement) est cyclique d'ordre pn. Soit Kn le sous-éorps de K,

n
contenant Ko et correspondant par la théorie de Galois a l"p . L'extension
Kn/Ko est cyclique de degré pn. Les corps Ko , K] seee s Kn ;eee forment une
suite croissante, Ce sont les seuls sous-corps de K. On a évidemment

Ko = g o Ki . Remarquons aussi que, pour tout entier d, KW/Kd est aussi
i=

une Zp-extension.

La proposition suivante précise la ramification a I'intérieur d'une

Zp-—extension. Elle résulte de la théorie classique de la ramification :



-22 -

Proposition 4,1 : Soit K‘,o/Ko une Zp—extension. Aucun idéal de K,

premier & p ne se ramifie dans KOO/KO. Il existe au moins un idéal de Ko
au-dessus de p ramifié dans KW/KO. Si p est un tel idéal, il existe un

entier np tel que Koo/Kn soit totalement ramifiée pour les idéaux au-dessus
P

de p et Kn /Ko soit non ramifiée en p, Il existe donc un entier d <= sup np>
P p

tel que tout idéal de K4 soit : ou totalement ramifié dans Km/Kd ; ou hon

ramifié dans Kw/Kd.

Introduisons maintenant l'algébre A : Nous désignons toujours par

Km/Ko une Zp-extension, Soit ¥ un Zp-générateur de T : nous voulons dire
par |4 que si nous choisissons un isomorphisme de Zp sur T', ¥ est I'image
de 1 par cet isomorphisme et ‘vu est I'image de u, Soit 1"n = T‘/l"pn et soit
Yn la classe de ¥ modulo I"pn, clest-a~dire la restriction de v ‘& Kn‘ Le
groupe 1"n est cyclique d'ordre pn et v, en est un générateur,
On considére Ilisomorphisme
n
zp[rn] ~ Zp[T]/(TP - 1>ZP[T],
induit par I'application : Zp[T] - Zp[l“n]

T v,

Changeons T en X +1, On a donc un isomorphisme :
(14"
rlvz (1+x P 1)z [x].
z [r. 1=z [x]/([1+x o[%]
induit par I'application Zp[x] -> Zp[l"n]
1+X = Yio
n
Comme le polyndme hn = (1 + X)p - 1 est distingué, nous avons un isomor-
phisme (Proposition 1,2) :

zp[x]/hn Zp[x] i~ A/hnA,

induit par I'injection canonique : zp[x] > A,
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Considérons maintenant le systédme projectif formé par les Zp[l"n] .

Les homomorphismes utilisés : Zp[I" 1 - Zp[Fn] sont induits par les

n+1

restrictions : r > T
-
Yn+l Yn’

et nous pouvons considérer le systédme pro-

. _
D'autre part, hn divise hn+l

jectif formé des A/hnA , avec les homomorphismes natureis :

A/h A > A/hnA. Avec les isomorphismes définis plus haut, nous avons

n+i

des diagrammes commutatifs :
n+l:I = a/h

1 l

zp[rn] = A/h A

Zp[r

qui montrent I'existence d'un isomorphisme de limites projectives :
limZ_ [T ] = timA/h_A,
¢ p- n ¢ n

Remarquons, avant d'énoncer la proposition suivante, que |im Zp[l"n]
—

contient |im I‘n =T, Ainsi I' apparaft comme un sous-groupe du groupe mul-
—
tiplicatif de la Z_-alggbre Iim Z_[T 7],
p p p-'n

Proposition 4,2 : Les Z ~algébres tim Z [T ] et A =Z [[x]] sont
p PN p

isomorphes, Cet isomorphisme fait correspondre X +1 a v,

Qémonstration : Nous allons montrer que |Iim A/hnA et A sont isomor-

phes : on considére les surjections canoniques : A - A/hnA et on en déduit

un Zp—homomorphisme :

A - lim A/hnA
e

qui associe & A la suite ()\ + hnA>n€N' Montrons qu'il stagit dfun isomor-

phisme,
p" P (p-1)
Nous avons hn+l/hn =1+ (l + X) +eae + <1 +X> et ce poly~

"néme appartient a I'idéal maximal de A : (p,X), On en déduit que hn appar-
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n+1

tient a (p , X) . Cet idéal est I'ensemble des séries de la forme

n+1 n n n+1

P ao+p alx+... +pan>< +an+]x +teee 3 ao,a],...,an,...

étant des éléments de Zp. On voit donc que Ilintersection N (p,x)" est
neN

réduite & {0}. 1l en est de méme de I'intersection N hnA. Ceci montre
nEN
que IThomomorphisme considéré est injectif,

Pour démontrer la surjectivité, le concept suivant de limite semble

S sk Ca L i
utile : Si <>‘n>n€n\1 est une suite d'éléments de A, et si A T a_ .X,

ien M
on dira que lim A_ existe si lim a_. existe pour tout i, On pose évidem-
n->o n-—> ni
ment Iim A = I (Iim ani>x'.
n-> iEN n-o

L e lemme suivant est évident :
L emme : Soit une suite (ui>i€ N d'éléments de A, telle que pour tout

. n
. \ i . _ .

i, by appartienne & (p,X) . Soit An = izo Wie Alors la suite (hn>nEN
converge au sens défini plus haut,

Revenons maintenant & |'homomorphisme considéré : Soit

<>‘n + hnA>n€ N élément de Iim A/hnA . Posons A__ ;=\ +h_u . Nous

avons donc 7‘n = "o + ko h0 + ... + R hn-l‘ Comme hi appartient
a (p ,X>' 1 , on déduit du lemme précédent la convergence de la suite

<}‘n>n€N : Soit A = r"'_)mw A_. Lorsque m> n, nous avons aussi :

}‘m-)‘n =hn[p‘mhm/hn-"”‘m-—lhm--l/hn+"' +“‘n]‘

Désignons par Yo n la quantité entre crochets, Utilisant a nouveau le lemme,
nous voyons que la suite (\)mn>m€n\l converge, Soit Vn sa limite, Nous avons
alors A - An = hn\’n et ceci montre que )\ + hnA = )‘n + hnA‘ Ainsi, ) est

I'antécédent de (An + hnA> Nous avons montré que |'homomorphisme

neN®

considéré, de A dans |im A/hnA , est un isomorphisme, Dans cet isomor-
h

phisme 1+ X correspond & (1 +X + hnA>n€N' Dans (I_I.T. Zp[l"n] , 1+X
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correspond donc a la suite <Yn>n€ N et cette suite n'est autre que ¥, puis-

que l'on a identifié lim 1"rI et ",
—

Définition de 'b@i et du A—-module C : On conserve les mémes notations,

Soit %‘i le p~groupe des classes d'idéaux de Ki‘ La suite <X’i>i€n\l consti=-

tue, avec les applications normes un systéme projectif, dont on nomme la
limite C,
c=1im% i

Comme chaque %i est un Zp[l"i]—module, C se trouve donc &tre un module

sur lim Zp[I"i]. En vertu de |'isomorphisme de la proposition 4,2, C est
—
donc un A-module,

T_ : Nous supposons désormais que tous les

Définition de T12Torseas T

idéaux de K, sont non ramifiés dans Koo/Ko , sauf s d'entre eux notés
'13] ,'J}z, cos ,'Ds . Nous les supposerons totalement ramifiés dans Koo/Ko. Cette

hypothése ne restreint pas la généralité du résultat que nous avons en vue :
en effet, d'une part, on ne cherche a obtenir que des résultats "asymptotiques'

c'est-a~dire valables a partir d'une certaine hauteur dans la Zp—extension et
d'autre part, nous avons vu que la ramification d'une Zp—extension est ainsi

faite, au moins & partir d'un certain rang (Proposition 4,1),

Soit Mi le p-corps de classe de Hilbert de Ki' Cela veut dire que
Mi/Ki est la p-extension abélienne non ramifiée maximale de K;. Dans I'iso~
morphisme de réciprocité, Gal <Mi/Ki> est isomorphe a %i' L 'extension
Mi/Ko est galoisienne et le groupe Gal (Ki/Ko> =T. opgre sur Gal (Mi/Ki>

par conjugaison, Ainsi Gal (Mi/Ki) et %i sont des Z[l“i]-modules isomorphes,
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Soit = U M,, L'extension /K _ est galoisienne et on note G
ieN ! °

son groupe de Galois, Nous avons aussi M, = U (Mi K°°> et
i€EN

Gal (MK, /Ky) T Gal (M/K,) = %.. Ainsi Gal (M, /%) - lim Gal (M, Koo/ Koy

est isomorphe a lim /X?i = C (la restriction des automorphismes correspond,

par le corps de :Ia—sses, a la norme), Par la suite, nous poserons

C=lim (Mm/Koo>. On a évidemment G/C 2T et I' opere sur C par conjugaison,
P—lntroduisons maintenant Ii groupe d'inertie dans Mm/Ko de ‘Di. Comme

’Di est totalement ramifié dans Koo/Ko, G est produit semi-direct de C et I..

Par restriction a K, li est isomorphe & T et nous désignons par Y; 11é1ément

de li qui correspond ainis 3 ¥y, Pour i de 1 & s, on définit T, par I'égalité

Y= Y. Ainsi 7, =1 et 7,..,., T sontdes éléments de C,

Proposition 4,3 : On suppose que les idéaux ramifiés dans Km/Ko le

sont totalement, Le groupe C est noté multiplicativement et |'action de

lim Zp[l"i] sur C exponentiellement, Pour tout entier n, on a un isomorphisme :
—

p -1

y4 Y
~ =1 1 .co+
%n = C/[CY Tlp es e Tsp] Ty Y .

Démonstration : Commencgons par démontrer |!isomorphisme relatif a

%, -
Montrons tout d'abord que G', groupe dérivé de G est égal a cY -].

1

L 'inclusion G'> C’Y ~ ' est évidente : en effet si c appartient & C et si '\7

est un élément de G prolongeant y, on a Y- o '$-l cy c-]. Donc cY !
appartient & G'. Réciproquement, vérifions que G/CY-] est abélien : On
peut d'abord vérifier que cY =1 est un sous~-groupe distingué de G, Il s'en
suit que C/CY =1 est un sous~groupe distingué de G/CY _]. Le quotient de
ces groupes est G/CZ T, Soit \°( un relévement de ¥ dans G/CY-]. Si u

- [+]
et v sont deux éléments de G/C" ] alors on peut les écrire: u = v u' et
’

v=yY V' avec x,y dans Zp et u' et v' dans C/Cv-]. Mais T opére trivia-
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1 1 0=X 1 1

- [+
tement sur C/CY ', Cela veut dire ¥v* u' y™*=u' etc,.. et ¥%, v¥, u', v
permutent entre eux, Donc uv = vu,

Comme Mo est I'extension abélienne maximale non ramifiée de Ko’

o - y-1 .
nous avons Gal (MOO/MO) =G Ll... I, =C lyeee Ig 3 étant entendu
que l] Iz... Is désigne le sous-groupe de G engendré par II,I2 et ls.
~[eY-1
Nous avons donc Gal (M”/Mo Koo> =[c ) PP Is] N C, Calculons
-1 yA yA

cette intersection et montrons qu'elle est égale 3 cY 'r]p - 'rsp.

Un élément de cY ! I1y.. I est de la forme :

¥ 1 1

u, u u_ u, u u
vy =1 1 2 [ 2 [ 1
c Yi Yo eee YT Yy Yy eee ¥g ... @VEC U, UL, dans Zp et ¢ dans

C. Ceci s'écrit encore :

U' 1 1
S V:‘l <Tz "H)uz <Ts Y1>us Yl] (Tz Vl)uz“ . ("s V1>us

Mais G/C'Y -1 est commutatif, Donc ('rz v]>u C'Y"l = 'r; 'v'i" C'Y =1 pour tout u

1

de Z. En passant & la limite (car G/CY ™' est un Zp-module) nous avons

u, u, U, v -1
(1'2 'Y]) =17 Y mod C et I'expression considérée peut s'écrire :

v
Yl 'rss V;N avec v,,...,v  dans Zp, ainsi que w, Si cette

] LI ]

expression appartient 8 C, alors -y;N =1 donc elle appartient &

YA z
cY -1 'r]p coe 'rsp. Nous avons démontré llinclusion :
z z
y =1 ) y=1_"p p)
([c ... 1J1NC c(c Ty eee Tg )

L'inclusion réciproque est évidente,
Nous déduisons de ces considérations :

z yA
Gal (N\,o/Mo Ke)=C'TeP... xP
o,z z
dl'ol Gal (Mo Koo/Koo> < c/cY T]p ces 'rsp. Mais il est clair que :

'3@0 = Gal <M0/Ko> = Gal (Mo K°°/K°°>. D'ol le résultat pour %o'

L'isomorphisme relatif a 3@” se démontre de la méme fagon :
n n

si on remplace Ko par Kn’ il faut remplacer vy par 'Yp ’ Yi par Y'iD R
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Que devient T ? Nous avons 'yi = '1'i ‘Y].
n n n n
ot P = )p - -1 2 -2 3 -\p -l> p
Dlou ‘Yi (Ti Y] ‘Ti Y] Ti V«l Y] Ti Y Y eee Y] ( Y]
pn-l n

2 -1 N
P p
Y1 o

='ri 'r? 'r? 'r? . Dol 'v?

- T:+v+... +Y

On en déduit I'isomorphisme annoncé,

i1 reste pour terminer & montrer que C est un A-module de type fini,

Pour cela, on utilise le lemme de Nakayama :

L emme de Nakayama : Soit R un A-module compact tel que

R/(p,X)R =0, Alors R=0,

Démonstration : L'anneau A est muni de la topologie (p, X)-adique

(1a notion de limite déja employée au cours de la démonstration de la pro-
position 4,2 coincide avec cette topologie)., Soit V un voisinage de 0

dans R, Soit r un élément de R, Il existe un entier n. etun voisinage

n
VV_ de r tel que (p,x> v cCV, Comme R= U V_ il existe ry,¢e,,0
r r reR r 1

dans R tels que R = Vr . Soit n le plus grand des nr . On a alors
i=1 i j

(p,x)“ R C V. Mais Ithypothese R/(p,X)R =0 implique

m

W C3

R=((p,X)IR=,,, = (p,X)nR. Donc RCV et R=0,

Conséquence : Soit M un A-module compact tel que M/(p,X)M soit

un IFp-espace vectoriel de dimension finie, Alors M est un A-module de

type fini,

Démonstration : Soit m;,..., m, des éléments de M tels que

(mi + (p,X)M)l < i < forment une base de M/(p, X} M, Soit

p=A m, + A mz + .00 *A m,. L_e quotient M/P est un A-module compact tel

que (M/P)/(p,X)(M/P) = 0, Donc le lemme précédent montre que M/P =0

et m,...,m_ est un systd¢me de générateurs de M,

1 n
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Proposition 4,4 : On conserve les mémes hypothéses et les mémes

notations qu'a la proposition précédente, Le A-module C = lim %i est

un A-module de type fini, E

Démonstration : Notons un instant C additivement, Nous avons vu,

dans la proposition précédente, que le quotient C/(XC + Zp Ty +eee t Z;p TS>
est isomorphe & %o , donc est fini, D'autre part,

(XC + Zp Ty teas + Zp 'rs)/XC est un Zp-module de type fini, Donc C/XC
est un Zp—module de type fini, 1l en est donc de méme de C/(p,X)C.

D'autre part, C, limite projective de groupes finis, est compact, L e

lemme de Nakayama permet donc de conclure,
On déduit des propositions 4,3 et 4,4 la proposition :

Proposition 4,5 : On conserve les mémes hypothéses et les mémes

notations qu'a la proposition précédente, Le A-module C = |im %i est un
P
(T] 1 Toseee,s T >—module d'fwasawa,
s

Nous déduisons alors du théoréme 3,8 et des propositions précé-

dentes le théoréme d'lwasawa :

Théoréme 4, 6 : Soit Km/Ko une Zp-extension et soit /X’i le p~groupe
des classes d'idéaux de Ki . |l existe des entiers Ng sk A positifs et un en-

tier v tels que : si n = no, alors llordre de %n est donné par :

%] = phP AN
n L]

Exemple : Soit p un nombre premier impair, Notons Qn le sous-corps

n+l>

n+l>
du corps cyclotomique Q<p tel que le degré (Q<p : Qn) soit égal a

- - _ . A _ .
p-1, Posons Q_ ig ] Qi. La Zp extension Qoo/Q est |'unique Zp extension

de Q. Il n'y a, dans cette extension, qu'un idéal totalement ramifié, Donc

s =1 et %o = C/CY-]. Comme @ est principal, %o = {1} et le lemme de
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Nakayama montre que C est réduit & {1}. Les parametres associés a
Q,/Q vérifient donc: A =p=v=0,
Considérons aussi la Zp-extension dont le corps de base est

n+l>

Ko = Q(p) et définie par Kn = Q<p pour tout n, LLe méme argument

montre que si p est régulier, cl'est-a-dire si %o = {l} , alors les para-

métres A,u,v sont nuls,

5 -~ L ien entre pm-rangs et paramétres A,u,

Notation : Si H est un Zp-module, onh note dimm H la dimension du

IFp-espace vectoriel pm-]H/pmH. C'est le pM-rang de H,

Proposition 5,1 : Soit V un (T] yeesy 'rs>-module d'iwasawa, On pose

+... +Z_7_, Soit ¢ un quasi-isomorphisme de VV dans W,

U=XV+Zp'r] pTs

Nous savons (Proposition 3,1) que W est un (°’<Tl>"°‘ ,a('rs>>-module

dl'lwasawa, Posons T = XW + Zp Ol(’l']> +o0e F Zpoz('rs> . Alors la suite

m
(double) [izl [cnmi (v/gnu) ~ dim, (w/gnT)]] h> o €St bornée,
m=0

.g] dim, (v/gn u)

Démonstration : Nous avons |V/gnu +p"V| =p et

de méme pour IW/gn T+p"W

L[]
A partir de o, on forme la suite exacte :

Ker o \Y; X o (V) 5 0.

Keraﬂ(gnu+pmv) gnu+pmV gna(u)+pma(V)

0 »

Le premier terme est fini et son ordre est borné par |Ker~ ozl . Ensuite,

les deux suites exactes évidentes suivantes :

o o (V) R w LW 0
> > > - 0,
g, () + pM (V) gna(u) +pTa(V) e (V)
m
g T+p W
0 ; n 5 W , W 50,

gna(u)+pma(v) gnoz(u)+pmo:(v) gnT+me
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gnT + me
conduisent a étudier le quotient . Pour cela, on forme
m
gnoz(u) +p alV)

m
la suite exacte : i X W gnT ML
a(U) a (V)

- o= > 0 en associant
gnot(U) +p alVv)

aux classes de t et w modulo a(U) et (V) la classe de gt +pw
modulo gna(u) +p"a(V). Par hypothese le groupe W/a(V) est fini,

L 'autre aussi, car on a des suites exactes :

XW + Zpa(ﬁ) +aee +Zp a(-rs>

w , XW v o et W
o (V) X a(V) X a (V)

> 0,

' Xa(V) + Zp a('r]>+ cos +Zpa('rs>

Ce dernier quotient est T/a(U), 1l est donc fini, Ainsi I'ordre de

m
gnT+p w

— est borné, D'ol le résultat annoncé,
gnot(u) +p a(V)

Proposition 5,2 : Soit V un (Tl yeess 'rs>-module d'lwasawa, On pose

. On suppose que VV est somme directe :

encore U=XV+Z 7. +,.0 +Z_
p 1 p s

Vv =V'® V" de deux sous A-modules, Soient T, = 'ri' + 'ri" les décompositions

correspondantes et U' = XV' + Zp 'r]' ...+ Zp T's et

u" = xv'" + Zp Ty +eee + Zp 'r;. Alors la suite (double)

[_?] [dimi (V/gn U) - dimi (V'/gnu'> - dimi (V"/gnu">]] n>o0 est bornée,

= m=0

Démonstration : Posons T =U'® U", Nous avons

— t 1 " n N .
V/g, T = V/g U'® Vv/g u' dlotb :

m m
£ [dim, V/g U' +dim, VYg u"] = % dim, Vv/g T
=1 ] n I n i=1 ] n

m :
et il reste & étudier T |:dimi V/gnu - dimi V/gnT] ; clest-a-dire a com~
i=1

parer les deux quotients V//g_U + pmv et V/g T + pmV. Mais nous avons
n n

T > U et une suite exacte évidente :






