
SYSTÈMES D'EULER POUR LES TOURS DE COURBESDE SHIMURAparOlivier Fouquet
Résumé. � Soit F un orps de nombres totalement réel. Nous onstruisonsdans e qui suit une famille analytique T de représentations p-adiques ordi-naires du groupe de Galois Gal(F̄ /F ) à partir de la ohomologie étale de toursde ourbes de Shimura quaternioniques. Nous onstruisons ensuite un systèmede lasses de ohomologie équivariantes sous l'ation de l'algèbre de Heke etdes groupes de Galois d'extensions diédrales de F bien hoisies. Ce systèmeinduit un système d'Euler pour T et toutes ses spéialisations, don en par-tiulier pour les représentations p-adiques assoiées aux formes automorphesquaternioniques de poids supérieurs à 2.Abstrat. � Let F be a totally real �eld. From the étale ohomology oftowers of Shimura urves, we manufature an analyti family T of ordinary p-adi representation of the Galois group Gal(F̄ /F ). We then onstrut a systemof ohomology lasses equivariant under the ation of the Heke algebra and ofthe Galois groups of well-hosen diedral extensions of F . This system induesan Euler system for T and all its speializations, and in partiular for theGalois representations attahed to quaternioni automorphi forms of weightgreater than 2.

1. Introdution1.1. Motivation. � Soit X un shéma projetif lisse sur un orps denombres K. À X et un entier n est onjeturalement assoié un motif
M = hi(X)(n) qui interviendra ii par ses réalisations ohomologiques étale,de Betti et de de Rham ainsi que par les strutures supplémentaires et isomor-phismes de omparaisons a�érents. Soit p un nombre premier. La réalisationétale Mp de M est une représentation du groupe de Galois absolu GK deClassi�ation mathématique par sujets (2000). � 11R23,14G35,11F80,11F33.Mots lefs. � Systémes d'Euler. Courbes de Shimura. Théorie de Hida.



K. Fixons un plongement de K dans C et un ensemble S �ni de plaes�nies ontenant toutes les plaes de K au-dessus de p et toutes les plaes demauvaise rédution de M . La fontion L omplexe partielle de Mp est alorsdé�nie par le produit in�ni :
L(Mp,K, S, s) =

∏

l /∈S

detKp(1 − Fr(l)X|M Il
p )En l /∈ S, le shéma X a bonne rédution don le fateur detKp(1−Fr(l)X|M

Ip
p )appartient à K[X]. Soit L∗(Mp,K, S) le terme prinipal du développement deTaylor de L(Mp,K, S) en 0.La reformulation de [Kat93a℄ et [FPR94℄ des onjetures de Bloh-Kato surles valeurs spéiales des fontions L prédit l'existene d'une droite fondamen-tale ∆(M) dé�nie à partir de la ohomologie motivique de M et de son espaetangent. Par onstrution, la droite fondamentale ∆(M) ⊗K C est anonique-ment isomorphe à C. En partiulier, le C-espae vetoriel ∆(M)⊗K C ontient

L∗(Mp,K, S). C'est une onjeture profonde de [Del79℄ et [Be��84℄ que la pré-image des valeurs spéiales dans ∆(M) ⊗K C provient en fait d'un élément
ζM (K,S) de ∆(M). Les onjetures de Bloh-Kato prédisent alors que l'imagede ζM (K,S) dans ∆(M)⊗K Kp engendre une struture entière dans un ertainomplexe de ohomologie à support ompat.Supposons maintenant que M soit muni d'une ation supplémentaire d'une
Q-algèbre semi-simple ommutative A, ou enore que M est à oe�ients dans
A. La philosophie des onjetures équivariantes sur les nombres de Tamagawaprédit que la onstrution préédente de ζM(K,S) est équivariante, e qui signi-�e en partiulier que les ζM (K,S) véri�ent des relations de systèmes d'Euler.Supposons par ailleurs que la représentation résiduelle de Mp est absolumentirrédutible. La théorie de la déformation de [Maz89℄ implique alors que Mpest une spéialisation d'une représentation galoisienne universelle Muniv à oef-�ients dans un anneau universel de déformation Runiv. Si l'on se restreint auxdéformation véri�ant ertaines onditions, il est souvent possible d'identi�erl'anneau Runiv ave un anneau T dont A est une spéialisation. Dans e as, lesystème des {ζMn(K,S)} pour Mn dans un sous-ensemble bien hoisi de défor-mations de M donne naissane à un système équivariant pour la déformationuniverselle Muniv.Conjeturalement, il est don possible sous ertaines hypothèses d'assoier àune représentation galoisienne géométrique M des systèmes d'éléments spé-iaux équivariants reliés aux valeurs spéiales des fontions L et qui s'étendenten un système spéial équivariant pour ertaines déformations universelles de
M .1.2. Exemples fondamentaux. � Les onjetures évoquées i-dessus a-quièrent un sens très onret dans les exemples lassiques suivants.2



1.2.1. Théorie d'Iwasawa lassique. � Soit M le motif Q(1) et p unnombre premier impair. Pour L un extension abélienne de Q, soit XL =
Q(1)×Spec Q SpecL et ML le motif assoié. Le motif ML est muni d'une ationde Q[Gal(L/Q)]. La réalisation étale de ML en p est la représentation

lim
←−

n

µpn(L̄) ⊗Z Qqui est de dimension 1, don absolument irrédutible, et admet la strutureentière
TL = lim

←−
n

µpn(L̄)Supposons L totalement réelle et non-rami�ée en dehors de S. Il est montrédans [Kat93a, Kat93b℄ 5.14 et 3.3.5 respetivement (voir aussi [BG03℄ 5.1et [Fla04℄ théorème 5.9) que l'image de ζ(L,S) dans H1
et(Spec[Z, 1/S], TL)s'identi�e ave l'image d'unités ylotomiques bien hoisies. Dans e as, lapropriété d'équivariane des ζ(L,S) se traduit par le fait que les unités ylo-tomiques forment un système d'Euler au sens de [Rub00, Kat04℄.Soit Q∞/Q la Zp-extension ylotomique de Q et Λ l'anneau Zp[[Gal(Q∞/Q)]].La déformation universelle de T est le Λ-module T ⊗Zp Λ. Il est onnu que lesystème d'Euler des unités ylotomiques s'étend en un système d'Euler pour

T ⊗Zp Λ.1.2.2. Tours de ourbes modulaires. � Soit M le motif d'une forme modulaire
f ∈ S2(Γ1(Nps0), χ) propre, nouvelle et ordinaire en p. La réalisation étale de
Mp peut s'érire sous la forme

H1
et(X1(Nps0) ×Q Q̄, Q̄p)mpour m un idéal maximal de l'algèbre de Heke hord(Nps0). Supposons quela représentation résiduelle ρ̄f est une représentation absolument irrédutiblede Gal(Q̄/Q). Pour s plus grand que s0, soit Ms le motif modulaire dont laréalisation étale est

H1
et(X1(Nps) ×Q Q̄, Q̄p)mLes motifs Ms sont munis d'une ation de la limite inverse hord(Np∞) en sdes algèbres de Heke ordinaires. Les éléments ζs(Q, S) assoiés à Ms sontonstruits dans [Kat04℄ et véri�ent la relation d'équivariane voulue sous l'a-tion de hord(Np∞) : la projetion de ζs′(Q, S) dans ∆(Ms) induite par laprojetion de X1(Nps′) sur X1(Nps) est égale à ζs(Q, S). Éventuellement sousquelques hypothèses tehniques de théorie de déformation, l'anneau de défor-mation universelle ordinaire de Mp s'identi�e à hord(Np∞), voir par exemple[Wil95℄ et [SW01℄, si bien que le système des ζs(Q, S) dé�nit un systèmed'Euler pour la déformation universelle ordinaire de Mp.3



1.3. Objetifs. � L'objetif de et artile est d'étudier le as du motif d'uneourbe de Shimura. Soit X un ourbe de Shimura quaternionique sur un orpsde nombre totalement réel F et Mp la réalisation étale du motif assoié pour
p un nombre premier impair. Nous onstruisons une déformation ordinairede M à partir de tours de ourbes au-dessus de X. Nous montrons ensuiteque ertains points CM bien hoisis dans ette tour de ourbes fournissentdes lasses de ohomologie véri�ant les propriétés d'équivariane souhaitéessous l'ation de l'algèbre de Heke et sous l'ation de Gal(L/K) où K estune extension totalement omplexe de F et L une extension abélienne de Kdiédrale sur F . En partiulier, nous onstruisons ainsi un système d'Euler pourla déformation universelle ordinaire de Mp. En spéialisant e système d'Euler,nous obtenons ainsi des systèmes d'Euler pour les représentations galoisiennesassoiées aux formes automorphes ordinaires de poids supèrieur à 2, e quiréalise une généralisation ommune du système d'Euler onstruit dans [Nek04℄et des résultats de [How07℄.2. Tours de ourbes de Shimura2.1. Notations. � Pour K un orps de nombres ou une extension �nie de
Ql, nous notons GK le groupe de Galois absolu de K. Soit p un nombre premierimpair et O l'anneau des entiers d'une extension �nie de Qp. Soit F un orpsde nombres totalement réel de degré d. Soit τ1 l'une de ses plaes in�nies. Soit
SB un ensemble �ni de plaes non-arhimédiennes de F tel que :

|SB | ≡ d − 1 (mod 2)Soit Ram(B) = {τj|j 6= 1} ∪ SB et B l'unique algèbre de quaternions sur
F dont l'ensemble de rami�ation est exatement Ram(B). Soit G le grouperédutif sur Q tel que G(Q) = B× et soit Z son entre. Soit Af l'anneaudes adèles �nies de Q. Pour U un sous-groupe ompat ouvert de G(Af ), soit
X(U) la ourbe de Shimura telle que :

X(U)(C) = G(Q)\(C − R × G(Af )/U)Si F est égal à Q et B estM2(Q), nous notons enore X(U) la ompati�ationlisse de X(U), si bien que la ourbe X(U) est toujours supposée ompate.Si U ′ et U sont des sous-groupes ompats ouverts de G(Af ) su�sammentpetits et tels que U ′ ⊂ U , il existe une appliation plate �nie naturelle :
X(U ′) −→ X(U)4



En partiulier, si g ∈ G(Af ), le sous-groupe U ∩ gUg−1 est inlus dans U donil existe un diagramme
X(U ∩ gUg−1)

[·g]
//

��

X(g−1Ug ∩ U)

��

X(U)
T (g)

//__________ X(U)dé�nissant la orrespondane de Heke T (g). Un élément a de Af peut êtreonsidéré omme un élément de G(Af ) via l'isomorphisme
Af

∼
−→ Z(G(Af ))et dé�nit don une orrespondane sur X(U) notée < a>. Cette ation sefatorise à travers un groupe �ni G(U). Si g ∈ G(Af ) véri�e

g =

(

1 0
0 ̟v

)en v et est égale à l'identité hors de v, nous notons T (g) = T (v). L'algèbre deHeke h est la O-algèbre engendrée par les T (v) et les < a>.2.2. Tours de ourbes de Shimura. � Considérons maintenant une tour
{U(s)}s≥1 de sous-groupes ompats ouverts de G(Af ). Supposons que U(s)vsoit indépendant de s en v ∤ (p) et que U(s)v tende vers l'identité en v|(p). Soit
X(s) la ourbe X(U(s)) et M(s) son premier groupe de ohomologie étale àoe�ients dans O. Soit

G = lim
←−

s

Gs = lim
←−

s

G(U(s))Vu omme sous-algèbre de End(M(s)), l'algèbre h est une algèbre sur O[[G]].Si pour simpli�er nous supposons que U(s)v est maximal en dehors de (p) etque
U(s)v = {g ∈ GL2(OF,v)|g ≡

(

∗ ∗
0 1

)

mod̟s
v}en (p), nous voyons que G/Gtors est isomorphe à Z1+δ

p où δ est le défaut dela onjeture de Leopoldt. La dualité de Poinaré induit un aouplement sur
H1

et(X(s) ×F F̄ ,O) pour haque niveau s.
< ·, ·> : H1

et(X(s) × F̄ ,O) × H1
et(X(s) × F̄ ,O) −→ O(−1)Cet aouplement n'est pas ompatible ave l'ation de l'algèbre de Heke, equi est déjà apparent dans le as lassique des ourbes modulaires X1(Nps).Soit M un h[GF ]-module M dont l'ation de σ ∈ GF sur x ∈ M est notée

σx. Le h[GF ]-module M< n > est dé�ni égal à M en tant que h-module et telque σ ∈ GF agisse sur x ∈ M< n > par < χcyc(σ)>σx. Soit F [s] le orps des5



onstantes de X(s) dé�ni dans [Del71℄. Le shéma X(s)×F F [s] est muni d'un
F [s]-morphisme Ws généralisant l'involution de Frike.Lemme 2.1. � Soit M(s) le groupe de ohomologie H1

et(X(s) ×F F̄ ,O). Ladualité de Poinaré et l'involution de Frike Ws dé�nissent un aouplement :
(·, ·) : M(s) × M(s) −→ O(−1)(1)

(x, y) 7−→ < x,Wsy >Cet aouplement induit un isomorphisme de h[GF ]-modules :
α : M(s)

∼
−→ HomO(M(s),O)(−1)<−1>Soit eord le projeteur ordinaire de Hida. Par dé�nition, l'opérateur de Heke

T (p) est inversible sur l'image de eord. Soit m un idéal maximal de l'algèbresemi-loale hord.
Mord

m = lim
←−

s

eord
m H1

et(X(s) ×F F̄ ,O)Une partie de la subtilité de ette onstrution provient du sens exat à donnerà la limite lim
←−

s

. En e�et, l'appliation de transition naturelle
X(s + 1)

π

��

X(s)induit
π∗ : H1

et(X(s + 1) ×F F̄ ,O) −→ pN
(

H1
et(X(s) ×F F̄ ,O)

)pour une ertaine puissane pN de p. La limite inverse pour π∗ est don nulle.La limite est don prise relativement à
X(s + 1)

πg

88

[·g]
// X(s + 1)

π
// X(s)pour

g =

(

1 0
0 ̟v

)en v|p. La projetion sur la partie ordinaire assure que ette onstrution abien un sens.L'aouplement du lemme 2.1 est ompatible ave la limite inverse en s et dé�nidon un aouplement sur Mord
m qui fait de e dernier un O[[G/Gtors]]-moduleré�exif. Supposons que F véri�e la onjeture de Leopoldt en p. Dans e as :

G/Gtors
∼

−→ Zp6



Le module Mord
m est don ré�exif de rang �ni sur un anneau régulier de dimen-sion 2. Il est don libre.Remarque :� Cet artile ne traite pour des raisons de briéveté que du as desstrutures de niveau U(s) de type :

U(s)v = {g ∈ GL2(OF,v)|g ≡

(

∗ ∗
0 1

)

mod̟s
v}Le as d'une struture de niveau générale se réduisant à l'identité en v divisant

p n'est pas signi�ativement di�érent. Dans e as plus général, la liberté de
Mord

m surO[[G/Gtors]] se démontre en invoquant un théorème de ontr�le exat,voir [Fou07a℄ pour une démonstration.2.3. Représentations galoisiennes assoiées à Mord
m . � La théorie deHida implique que la représentation galoisienne Mord

m interpole les représenta-tions galoisiennes attahées à ertaines formes modulaires de Hilbert propresordinaires. Soit Specarith(hord
m ) ⊂ Spec(hord

m ) le sous-ensemble dense des pointsarithmétiques de Spec(hord
m ). Soit P ∈ Specarith(hord

m ) un point arithmétiqueet fP la forme automorphe qui lui est assoié. La représentation
(Mord

m )P/P(Mord
m )Pest isomorphe à la représentation galoisienne assoiée à une forme modulairede Hilbert ordinaire propre, voir par exemple [Hid88℄ orollaire 3.5. Soit

λ : hord −→ hord
mle morphisme anonique assoié à m et Mord

m (s) = eord
m M(s). Soit ρ̄m la GF -représentation résiduelle assoiée à l'idéal m.Proposition 2.2. � Supposons que ρ̄f est absolument irrédutible. Supposonsde plus l'une des deux onditions suivantes.1. Il existe un niveau s tel que :

dimF eord
m H1

et(X(S) ×F F̄ ,O/̟)[m] = 2Autrement dit, l'idéal m est de multipliité résiduelle 1.2. L'entier p est plus grand que 7. Soit L = F (ζp). La représentation ρ̄m|GLest absolument irrédutible. Soit v une plae �nie au dessus de p. Alorsl'extension dé�nie par ρ̄m|Iv
n'est pas équivalente à :

0 −→ F −→ ρ̄m|Iv
−→ F(−1) −→ 0Autrement dit, le type de déformation de ρ̄f est minimal.7



Alors Mord
m est libre de rang 2 sur hord

m qui est un anneau de Gorenstein. Sousl'hypothèse 2, l'anneau hord
m est d'intersetion omplète. De plus, la représen-tation Mord

m est non-rami�ée en dehors de SB ∪ {v|p}. Soit v une plae n'ap-partenant pas à SB ∪ {v|p}. Soit χΓ le aratère à valeurs dans O[[G/Gtors]]dé�ni par la omposition :
χΓ : GF ։ Gal(FQ∞/Q)

∼
−→ Zp →֒ O[[G/Gtors]]

×Il existe alors un aratère ω tel que la représentation Mord
m véri�e :(2) det(1−X Fr(v)|Mord

m ) = 1−λm(T (v))X +ω(Fr(v))χΓ(Fr(v))NF/Q̟vX
2Démonstration. � Sous l'hypothèse 1, le lemme 15.1 de [Maz77℄, le théorèmeet la proposition 1.4.19 de [Car94℄ généralisés au ontexte des ourbes deShimura montrent que Mord

m est libre de rang 2 sur hord
m et que hord

m est unanneau de Gorenstein. Sous l'hypothèse 2, la liberté de Mord
m et le fait que hord

msoit d'intersetion omplète résultent du théorème 1 de [Fuj99℄.Pour obtenir l'assertion (2), il su�t d'établir un résultat omparable pour unsous-ensemble Zariski dense de Spec(hord
m ). Pour le hoix Specarith(hord

m ), ils'agit alors du orollaire 3.5 de [Hid88℄.Si le aratère ω restreint à Gtors est un arré, alors ω peut s'érire ω = χ2. Learatère χΓ est un arré ar p est impair. Soit χ
−1/2
Γ un hoix �xé de aratèredont le arré est égal à l'inverse de χΓ. La représentation T = Mord

m (1) ⊗

χ−1χ
−1/2
Γ véri�e :

T
∼
−→ HomO[[G/Gtors]](T ,O[[G/Gtors]])(1)
∼
−→ Homhord

m
(T ,HomO[[G/Gtors]](h

ord
m ,O[[G/Gtors]]))L'anneau hord

m est de Gorenstein don
T

∼
−→ Homhord

m
(T , hord

m )(1)et la représentation T est don auto-duale. L'obstrution à e que ω soitun arré provient de la 2-torsion de G∞. Nous faisons l'hypothèse que etteonstrution est possible.Soit v un plae au-dessus de p. D'après [Wil88℄ théorème 2, le GFv -module Ts'insére dans une suite exate
0 −→ T +

v −→ T −→ T −v −→ 0où T +
v est un hord

m -module libre de rang 1 non-rami�é. Autrement dit, la re-présentation T est ordinaire au sens de Greenberg.8



3. Systèmes d'Euler pour TIw3.1. Points CM dans la tour X(s). � Soit K une extension quadratiquetotalement imaginaire de F se plongeant dans B par
q : K →֒ BSoit

q : Af (K) →֒ G(Af )le plongement idèlique induit.Le demi-plan supérieur admet un unique point �xe z sous l'ation du groupemultipliatif de K. L'ensemble des points CM sur X(s) relatif à K est l'en-semble
CM(X(s),K) = {x = [z, b] ∈ X(s)(C)|b ∈ G(Af )}D'après la loi de réiproité de Shimura, les points CM sont algébriques surdes extensions abéliennes de K diédrales sur F . Nous onsidérons une famillede points x(c, s) ∈ X(s)(Kab) dans la tour {X(s)} dérite par la donnée d'unpoint CM initial x = [z, b] et de modi�ations loales de x assoiées á un idéal

c de OF premier à Ram(B), le onduteur de x(c, s), et à un entier s, le niveaude x(c, s). Le point x(c, s) est dé�ni par :
x(c, s) = [z, bb(c, s)]Loalement, l'élément b(c, s) ∈ G(Af ) est donné par :1. En dehors de c(p), b(c, s)v est l'identité.2. En v|c et v ∤ (p) :
b(c, s)v =

(

̟v 0
0 1

)3. En v|(p), soit t = ordv c.
b(c, s) =

(

̟s+t
v 0
0 1

)Ces points généralisent dans notre ontexte les points de Heegner sur X0(N).L'ation de Gal(K̄/K)ab sur la famille x(c, s) peut être dérite expliitement.La propriété fondamentale des x(c, s) est la relation de distribution suivanteliant l'ation galoisienne sur x(c, s) à l'ation de l'algèbre de Heke.Proposition 3.1. � Soit L l'ensemble des produits d'une puissane de p etde premiers distints OF inertes dans OK , n'appartenant pas à SB et ne di-visant pas un idéal dépendant de x et des éléments de torsion de O×K (voir[Fou07b℄ proposition 1.5.7 ou [Nek04℄ proposition 2.10 pour les détails). Soit
cl un élément de L .(3) T (l)x(c, s) = u(c)

∑

σ∈Gal(K(cl,s)/K(c,s))

σ · x(cl, s)9



(4) T (p)x(c, s) =
∑

σ∈Gal(K(c,s+1)/K(c,s))

σ · x(c, s + 1)Le terme u(c) est égal à 1 sauf si c = 1 auquel as u(c) = |O×K/O×F |.Après projetion sur la partie ordinaire, le point x(c, s) peut être vu omme unéléments de CH1(X(s)×F K(c, s))0⊗ZO. L'appliation d'Abel-Jaobi p-adique
Φ : CH1(X(s) ×F K(c, s))0 −→ H1(K(c, s), eordH1

et(X(s) × F̄ ,O)(1))permet don de onstruire des lasses de ohomologie dans la ohomologiegaloisienne de H1
et(X(s) × F̄ ,O)(1) à partir de x(c, s). Plus préisément, laonstrution

eord
m CH1(X(S) ×F K(c, s)) ⊗Z O

Φ
// H1(K(c, s),Mord

m (s)(1))

∼
��

H1(K0(c, s),M
ord
m (s)(1) ⊗ χ−1χ

−1/2
Γ )

Corcs/c

��

H1(K(c, s),Mord
m (s)(1) ⊗ χ−1χ

−1/2
Γ )

res−1

oo

H1(K0(c),M
ord
m (s)(1) ⊗ χ−1χ

−1/2
Γ )

T (p)−s

// H1(K0(c),M
ord
m (s)(1) ⊗ χ−1χ

−1/2
Γ )fournit des lasses z(c, s) dans H1(K0(c),M

ord
m (s)(1)⊗χ−1χ

−1/2
Γ ). La propriété(4) montre alors que les {z(c, s)}s, ou plus préisément une très légère modi�-ation des z(c, s), forment un système projetif pour le hangement de niveau.Don :(5) z(c) = lim

←−
s

z(c, s) ∈ H1(K0(c),T )Soit
K ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ · · · ⊂ K∞la tour d'extensions dé�nissant la Zd

p-extension de K diédrale sur F . L'algèbrede groupe O[[Gal(K∞/K)]] est isomorphe à O[[X1, · · · ,Xd]]. La propriété (3)montre alors que les {z(cpt, s)}t forment un système projetif pour la ores-trition. Don :(6) z(c) = lim
←−

t

z(cpt, s) ∈ lim
←−

t

H1(K0(cp
t),T )D'après le lemme de Shapiro :

lim
←−

t

H1(K0(cp
t),T )

∼
−→ H1(K0(c),T ⊗hord

m
hord

m [[X1, · · · ,Xd]])Soit :
TIw = T ⊗hord

m
hord

m [[X1, · · · ,Xd]]10



La propriété suivante vient ompléter la preuve que les lasses z(c) véri�ent lesrelations aratéristiques d'un syst �me d'Euler.Proposition 3.2. � Soit cl ∈. Soit v une plae de K(c) au-dessus de l et wl'unique plae de K(cl) au-dessus de v. Soit Fr(l) la lasse de onjugaison dumorphisme de Frobenius de l. Alors :(7) locw z(cl) = u(1) Fr(l) locw z(c) ∈ H1(K(cl)w,TIw)3.2. Propriétés loales des lasses équivariantes. � Pour L une ex-tension �nie de K, soit H1
f (L,TIw) le groupe de Selmer de Greenberg dé�nipar :

H1
f (L,TIw) = ker



H1(L,TIw) −→
⊕

v∤p

H1(Lnr
v ,TIw) ⊕

⊕

v|p

H1(Lv , (TIw)−v )



Les lasses de H1
f (L,TIw) sont don non-rami�ées en dehors de p et nulles aprèsprojetion dans la ohomologie de T −Iw en les plaes divisant p.Théorème 1. � Les lasses z(c) véri�ent :

z(c) ∈ H1
f (K(c),TIw)Remarque. � La démonstration qui suit est une adaptation des méthodes deB.Howard qui traite le as F = Q dans l'artile [How07℄.Démonstration. � En dehors de p, l'assertion (6) montre que z(c) est unenorme universelle d'une sous Zp-extension de K0(cp

∞)/K0(c). La lasse z(c)est don non-rami�ée, par exemple par [Rub00℄ orollaire B.3.5.En p, on ommene par étudier la loalisation de z(c) en un idéal premierarithmétique P de poids 2. Soit fP la forme modulaire propre ordinaire as-soiée á P et V (fP) la représentation galoisienne qui lui est assoiée. Quitteà onsidérer z(c)P omme lasse de H1(L,TIw ⊗ RP) pour une extension Lbien hoisie, la lasse z(c)P peut-être vue omme lasse de H1(L, V (fP)). Lalasse z(c)P est par dé�nition dans l'image de l'appliation d'Abel-Jaobi p-adique don dans le groupe de Selmer de Bloh-Kato d'après [BK90℄ exemple3.11. D'après [Nek06℄ proposition 12.5.9.2, les groupes de Selmer et de Bloh-Kato oïnident pour la représentation attahée à une forme modulaire ordi-naire. La lasse z(c)P appartient don à PH1(K0(c),T
−

Iw)P pour une in�nitéde P. Cei montre que z(c) est un élément de H1(K0(c),T
−

Iw)tors. Le module
H1(K0(c),T

−
Iw)tors est de type �ni sur R, don noethérien. La lasse z(c) estdans l'image de la orestrition d'une Zp-extension, don divisible. Elle estdon nulle. 11



En général, il est souhaitable de pouvoir travailler ave des tours de ourbesadmettant une struture de niveau �xe non-triviale N en dehors de p. Dans eas, mon résultat est plus faible.Théorème 2. � Il existe un élément régulier λ ∈ RTIw tel que pour tout c ∈
L , la lasse λz(c) soit dans H1

f (K(c),TIw). Si toutes les plaes divisant N sedéomposent dans K, alors λ = 1 onvient.Lorsque F est égal à Q et que B = M2(Q), e résultat a été établi par BenjaminHoward dans [How07℄.Les théorèmes 1 et 2 ainsi que les assertions (3 )et (7) montrent que les z(c)forment un système d'Euler pour TIw.3.3. Conséquenes. � Soit R = hord
m [[X1, · · · ,Xd]]. Soit S l'anneau desentiers d'une extension �nie de Frac(O). Soit Sp une spéialisation de R, 'est-à-dire un morphisme de O-algèbre

Sp : R −→ Sde onoyau �ni. La spéialisation Sp induit une spéialisation TSp de TIwdé�nie par :
TSp = TIw ⊗R,Sp S, ASp = TIw ⊗R,Sp Frac(S)/SL'existene d'un système d'Euler pour TIw implique l'existene d'un systèmed'Euler pour haque TSp. Si le système z(c) est non-trivial, il induit un systèmenon-trivial que nous notons également z(c) pour presque toutes les spéialisa-tions de Sp. Soit v une plae de F divisant p. Une spéialisation TSp vueomme représentation de GFv s'insère dans la suite exate ordinaire

0 −→ (TSp)+v −→ TSp −→ (TSp)−v −→ 0Une spéialisation TSp est dite exeptionnelle s'il existe une extension �nie Lwde Fv telle que H0(GLw , (TSp)−w) soit non-nul.Parmi les spéialisations de TIw se trouvent en partiulier les représentationsgaloisiennes assoiées aux formes automorphes de représentation résiduelle ρ̄éventuellement tordue par un aratère de Gal(K∞/K). Le fait que de tellesreprésentations admettent un système d'Euler était déjà onnu dans le asoù F = Q et B = M2(Q) par [Kol90, Nek92, How07℄ et pour les formesautomorphes sur F totalement réel de poids parallèles 2, · · · , 2 et de aratèreentral trivial par [Nek04℄.Comme dans [Kol90, Nek92, How04a℄, nous pouvons onsidérer les lasses
κ(c) dérivées de Kolyvagin de z(c).Proposition 3.3. � Supposons la représentation ρ̄ non-diédrale. Il existe unentier n tel que les lasses dérivées pnκ(c) forment un système de Kolyvagin12



pour TSp. Autrement dit, il existe un système de onditions loales tel que
pnκ(c) ∈ H1

f(c)(K,TSp/IcTSp)et tel que si l ∤ c :
locl κ(c) = −Fr(l) locl κ(cl)Remarque :� Une étude �ne des propriétés des lasses dérivées et de leursimages dans la ohomologie de GKv permet de démontrer la proposition pré-édente sans la puissane de p super�ue, voir pour ela [Fou07a℄.Corollaire 3.4. � Supposons que l'image de ρ̄ ontienne assez d'homothétieset que la spéialisation TSp ne soit pas exeptionnelle. Supposons que l'imagede z(1) dans H1

f (K,TSp) ne soit pas de torsion. Alors :
H1

f (K,ASp) = Frac(S)/S ⊕ M ⊕ MEt :
ℓ(M) ≤ ℓ(H1

f (K,TSp)/S · pnz(1))Démonstration. � Cei résulte de l'existene d'un système de Kolyvagin non-nul pour TSp et de la méthode des systèmes d'Euler telle que présentée dans[Nek92℄ et axiomatisée dans [How04a, How04b℄.Des tehniques de desente sur les groupes de Selmer, ou mieux sur les om-plexes de Selmer, permettent de déduire du orollaire préédent des divisibilitésentre idéaux aratéristiques dans la théorie d'Iwasawa diédrale des formes au-tomorphes quaternioniques ordinaires.Référenes[Be��84℄ A. A. Be��linson. Higher regulators and values of L-funtions. In Current pro-blems in mathematis, Vol. 24, Itogi Nauki i Tekhniki, pages 181�238. Akad. NaukSSSR Vsesoyuz. Inst. Nauhn. i Tekhn. Inform., Mosow, 1984.[BG03℄ David Burns and Cornelius Greither. On the equivariant Tamagawa numberonjeture for Tate motives. Invent. Math., 153(2) :303�359, 2003.[BK90℄ Spener Bloh and Kazuya Kato. L-funtions and Tamagawa numbers ofmotives. In The Grothendiek Festshrift, Vol. I, volume 86 of Progr. Math., pages333�400. Birkhäuser Boston, Boston, MA, 1990.[Car94℄ Henri Carayol. Formes modulaires et représentations galoisiennes à valeursdans un anneau loal omplet. In p-adi monodromy and the Birh and Swinnerton-Dyer onjeture (Boston, MA, 1991), volume 165 of Contemp. Math., pages 213�237.Amer. Math. So., Providene, RI, 1994.[Del71℄ Pierre Deligne. Travaux de Shimura. In Séminaire Bourbaki, 23ème année(1970/71), Exp. No. 389, pages 123�165. Leture Notes in Math., Vol. 244. Springer,Berlin, 1971. 13
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