
SUR LES RÉALISATIONS DES CORRESPONDANCESDE LANGLANDS DANS LA COHOMOLOGIE DESTOURS DE DRINFELD ET DE LUBIN-TATEparThomas HausbergerRésumé. � Le 
adre de 
et arti
le est 
elui du programme de Langlands : onréalise les 
orrespondan
es de Langlands (du moins pour les super
uspidales)et de Ja
quet-Langlands lo
ales dans la 
ohomologie de 
ertains espa
es demodules de groupes p-divisibles, à savoir la tour dite de Lubin-Tate et latour des revêtements de Drinfeld. Après avoir présenté les di�érents objets,de nature lo
ale et globale (variétés de Shimura et variétés modulaires deDrinfeld), on expli
ite les résultats de Boyer-Harris-Taylor et de Hausberger-Harris sur la 
ohomologie des deux tours et on indique les grandes lignes despreuves. Cela répond à une 
onje
ture de Deligne, Drinfeld et Carayol datantde 1990. L'isomorphisme de Faltings-Fargues entre les deux tours est égalementévoqué ainsi que les travaux de Dat qui donne une réalisation 
ohomologiquede la 
orrespondan
e de Langlands pour les représentations dites elliptiquesen travaillant dans une 
atégorie dérivée appropriée.Abstra
t (On the realizations of the Langlands' 
orresponden
es inthe 
ohomology of the Drinfeld and Lubin-Tate towers)The framework of this arti
le is the Langlands' program : the lo
al Lang-lands' 
orresponden
e (for super
uspidals) and the lo
al Ja
quet-Langlands'
orresponden
e are realized in the 
ohomology of some moduli spa
es of p-divisible groups, pre
isely the so-
alled Lubin-Tate tower and the tower ofDrinfeld's 
overings. After presenting the di�erent obje
ts, of lo
al and global(the Shimura varieties and Drinfeld's modular varieties) nature, results byBoyer-Harris-Taylor and Harris-Hausberger on the 
ohomology of the twotowers are des
ribed and the main lines of the proofs are sket
hed. Thisresponds to a 
onje
ture of Deligne, Drinfeld and Carayol dating from 1990.The Faltings-Fargues isomorphism between the two towers is also mentionnedas well as the work of Dat who gives a 
ohomologi
al realization of the Lang-lands' 
orresponden
e for the so-
alled ellipti
 representations, working in anappropriate derived 
ategory.Classi�
ation mathématique par sujets (2000). � 11G, 11F, 11S37, 11G09, 11G10,11G18, 11G35, 11R39, 14G22, 14G35, 14L05.
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Introdu
tionCet arti
le d'exposition fait suite à 
elui de Henri Carayol : on y expose lesrésultats ré
ents mentionnés en �n de texte. Il s'agit don
 toujours de la réalisa-tion du �programme de Carayol� dé
rit dans [17℄ (sur une idée de Deligne [26℄).L'a

ent est mis sur les deux représentations �lo
ales fondamentales� qui réa-lisent les 
orrespondan
es de Langlands et de Ja
quet-Langlands lo
ales, don
sur les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld (et les liens qui les unissent), dont on
onsidère la 
ohomologie étale ℓ-adique à support 
ompa
t. L'aboutissementest le théorème 8 qui dé
rit totalement 
ette 
ohomologie. Les détails serontdonnés dans le 
as des 
orps de fon
tions (
elui des 
orps de nombres est, dansles grandes lignes, similaire), à la fois par
e que l'auteur est davantage familierdes variétés modulaires de Drinfeld et du fait que les variétés de Shimura ontdéjà trouvé bonne pla
e dans l'arti
le de Carayol.Des rappels historiques sont fournis et les 
ontributions des di�érents auteurspré
isés au 
ours du texte. Figurent aussi, autant que faire se peut, les grandeslignes des preuves. Fa
e à la grande quantité de littérature que 
ela représente,l'auteur de 
e texte solli
ite l'indulgen
e du le
teur quant aux ra

our
is etsimpli�
ations auxquelles il a dû opérer pour rendre 
e texte 
on
is et lisible,ra

our
is qui ont pour résultats d'inévitables impré
isions.2



1. Le programme de LanglandsNous allons faire quelques rappels 
on
ernant la 
orrespondan
e de Langlandslo
ale pour le groupe linéaire, ainsi que la 
orrespondan
e de Ja
quet-Langlands lo
ale qui est une instan
e des diverses fon
torialités prévues parLanglands, les deux 
orrespondan
es apparaissant de paire dans la 
ohomologiedes variétés globales que nous présenterons plus loin dans 
et arti
le.On se donne don
 K un 
orps lo
al non ar
himédien, 
'est-à-dire soit uneextension �nie K/Qp de 
orps résiduel k = Fq, soit un 
orps de séries formellesde Laurent en une indéterminée K = Fq((t)). Comme de 
outume, on note Oson anneau des entiers et ̟ une uniformisante.1.1. La 
orrespondan
e de Ja
quet-Langlands lo
ale. � Soit Dd �l� 'algèbre à division de 
entre K et d'invariant 1/d. Désignons par A′(d) l'en-semble des (
lasses d'équivalen
e de) représentations 
omplexes admissibles ir-rédu
tibles du groupe D×
d (
es représentations sont de dimension �nie). D'autrepart, soit A(d) l'ensemble des (
lasses d'équivalen
e de) représentations 
om-plexes admissibles irrédu
tibles du groupe GLd(K). On note A2(d) le sous-ensemble 
onstitué des représentations qui sont essentiellement de 
arré inté-grable (i.e. les 
oe�
ients matri
iels sont intégrables modulo le 
entre), lequel
ontient l'ensemble A0(d) des représentations 
uspidales (leurs 
oe�
ients sontà support 
ompa
t modulo le 
entre).Tant les éléments de A(d) que 
eux de A′(d) admettent des 
ara
tères (pourles premiers, ils sont dé�nis sur les éléments semi-simples réguliers).Théorème 1. � Il existe une famille de bije
tions (d ≥ 1) :

JLd : A2(d)→ A′(d), π 7→ JL(π)
ara
térisée par l'égalité (au signe près) des 
ara
tères χπ(g) = (−1)d−1χJL(π)(g
′)sur les éléments réguliers asso
iés ( i.e. qui ont même polyn�me minimal).Ce théorème a été démontré, dans le 
as des 
orps p-adiques, par Ja
quet etLanglands (pour d = 2 ; [52℄), puis par Rogawski, Kazhdan et Vignéras (pour

d quel
onque ; [64℄ [24℄). Il est dû à Badules
u en égale 
ara
téristique (voir[1℄ ou [2℄ pour une généralisation). Les preuves pro
édent par voie globale etreposent sur la formule des tra
es de Selberg.Dans 
e qui suit, on 
onsidérera non pas des représentations 
omplexes mais àvaleur dans Qℓ (ℓ 6= p). La notion de représentation essentiellement de 
arré in-tégrable est une notion �algébrique� (
'est évident pour les 
uspidales ; pour lesautres, 
ela résulte du 
as 
uspidal, du théorème de 
lassi�
ation de Zelevinsky3



des séries dis
rètes pour GLd et de 
onsidérations sur la rationalité du pro
es-sus d'indu
tion). On peut don
 transporter la bije
tion du théorème pré
édent,via l'isomorphisme Qℓ ≃ C 
hoisi : la 
orrespondan
e de Ja
quet-Langlandslo
ale est équivariante sous l'a
tion de Aut(C) par
e que les 
ara
tères desreprésentations le sont. Désormais, les éléments de A(d) et A′(d) seront vues
omme des Qℓ-représentations.1.2. La 
orrespondan
e de Langlands lo
ale. � On 
onsidère mainte-nant le groupe de Weil WK , 
onstitué des éléments du groupe de Galois absolu
Gal(K/K) qui induisent une puissan
e entière du Frobenius Frq sur le 
orpsrésiduel k de l'extension maximale non rami�ée Knr (K désigne bien entenduune 
l�ture séparable en égale 
ara
téristique). Ce dernier s'insère don
 dansune suite exa
te

1→ IK →WK →< Frq >≃ Z→ 1,où IK = Gal(K/Knr) désigne le sous-groupe d'inertie, et il est doté de latopologie pour laquelle IK , muni de sa topologie de Krull, est un sous-groupeouvert et le quotient WK/IK est dis
ret.Pour tout entier d ≥ 1, nous désignons par G(d) l'ensemble des (
lasses d'équi-valen
es de) représentations 
omplexes de Weil-Deligne 
ontinues de degré dFrob-semi-simples du groupe WK . Pré
isément, il s'agit d'un 
ouple (ρ,N),où ρ est une représentation 
omplexe 
ontinue semi-simple de dimension d de
WK (son espa
e E est doté de la topologie dis
rète) et N un endomorphismenilpotent de E qui 
ommute ave
 l'a
tion de l'inertie et tel que ρ(Fr)N =

q−1Nρ(Fr). On a noté Fr un élément de Frobenius �géomètrique�, qui induit
Fr−1

q sur le 
orps résiduel k. Nous 
onsidérons également le sous-ensemble G2(d)des représentations indé
omposables, qui 
ontient 
elui G0(d) des représenta-tions irrédu
tibles (
ela implique N = 0).Théorème 2. � Il existe une famille de bije
tions (d ≥ 1, i ∈ {∅, 2, 0}) :
Ld : Ai

ℓ(d)→ Gi
ℓ(d), π 7→ L(π)
ara
térisée par la 
ompatibilité à la théorie du 
orps de 
lasse (ave
 laquelleelle 
oïn
ide pour d = 1, la normalisation étant telle que l'uniformisante ̟
orresponde au Frobenius géométrique Fr), la 
ompatibilité à la torsion parun quasi-
ara
tère et au passage à la 
ontragrédiente, et la préservation desfon
tions L et fa
teurs ǫ de paires.Ce théorème 
élèbre a été démontré par Kutzo pour d = 2 ([53℄) puis parHenniart pour d = 3 ([48℄). Pour d quel
onque, il a été d'abord démontré par4



Laumon, Rapoport et Stuhler en égale 
ara
téristique ([54℄) puis, dans le 
as
p-adique, indépendemment par Henniart d'une part ([49℄ ; voir également [51℄pour l'uni
ité) et Harris et Taylor ([46℄) d'autre part, après un résultat partielde Harris ([42℄). Le le
teur pourra 
onsulter également les exposés de Carayol[19℄ et [20℄ au séminaire Bourbaki.Remarque 1. � Bien que la 
orrespondan
e de Langlands lo
ale soit établiedès qu'elle l'est pour les 
uspidales, qui 
onstituent les briques élémentairesau vu de la 
lassi�
ation de Bernstein et Zelevinsky ([9℄, [69℄ ; voir égalementl'arti
le d'exposition [63℄), la preuve de Harris et Taylor passe par une 
onstru
-tion de la 
orrespondan
e pour π générale (
'est né
essaire a�n de démontrerla préservation des fa
teurs ǫ de paires).A vrai dire, le théorème pré
édent est démontré non pas pour des représen-tations à valeurs 
omplexes, mais pour des représentations ℓ-adiques, et 
'estpour 
ela que le formalisme de Weil-Deligne a été introduit ([25℄). La géo-métrie des variétés modulaires globales dont il sera question plus tard fournit(sur Qℓ) la 
orrespondan
e dite �de He
ke� rd(π) = Ld(π

∨) ⊗ | |
1−d
2 , qui estinvariante par Aut(C) (voir [50℄). On peut don
 transporter la bije
tion vial'isomorphisme Qℓ ≃ C 
hoisi.A partir de maintenant, on regardera Ai

d(K) et Gi
d(K) 
omme des ensemblesde Qℓ-représentations. On peut alors oublier N dans la dé�nition (on 
onsidèredon
 les représentations ℓ-adiques 
ontinues de dimension d de WK telles quel'a
tion du Frobenius soit semi-simple), 
ar on ré
upère 
et opérateur appelémonodromie par le théorème de monodromie ℓ-adique de Grothendie
k.Lorsque l'on s'intéresse aux réalisations géométri
o-
ohomologiques de 
es 
or-respondan
es, les objets lo
aux à 
onsidérer sont les tours de Lubin-Tate et deDrinfeld. 2. Les deux toursOn poursuit ave
 les notations pré
édentes et désigne par K̂nr le 
omplétéde l'extension maximale non-rami�ée de K et Ônr son anneau des entiers. Onnote également ODd

l'ordre maximal du 
orps gau
he Dd et Od ⊂ ODd
l'anneaudes entiers de l'extension non rami�ée de degré d. Ainsi ODd

s'identi�e-t-il àl'algèbre Od[Π] soumises aux relations Πd = ̟ et Πa = aqΠ (a ∈ Od).On rappelle qu'un O-module formel X (dé�ni sur une O-algèbre B dans la-quelle l'image de π est nilpotente) est un groupe formel muni d'une a
tion5



de O induisant l'a
tion naturelle sur son algèbre de Lie. Un ODd
-module for-mel est un O-module formel muni d'une a
tion de ODd

prolongeant 
elle de
O. Il est dit spé
ial si l'a
tion de Od sur Lie(X) est telle qu'elle dé
ompose
Lie(X) = ⊕i∈Z/dZ Lie(X)i selon les d plongements Od →֒ K en d 
ompo-santes toutes de rang 1. En d'autres termes, on demande que Lie(X) soit un
Od ⊗ B-module lo
alement libre de rang 1 (dé�nition due à Drinfeld). En-�n, une isogénie de O-modules formels est une isogénie de groupes formels
O-équivariante. Sa hauteur est la O-hauteur de l'isogénie X(̟), 
'est-à-direl'entier h tel que X(̟) = tq

h
+ ah−1t

qh−1
+ . . . + a1t

q + ̟t. Une quasi-isogénie
X1 → X2 est un élément dans Hom(X1,X2) ⊗O K qui possède un inverse(dans Hom(X1,X2) ⊗O K). C'est une isogénie à multipli
ation près par unepuissan
e de X2(̟), 
e qui permet d'en dé�nir la hauteur. Un ODd

-moduleformel spé
ial est de dimension d et hauteur d2.Nous allons, pour 
haque objet, en donner la présentation �
lassique� ([19℄) puisla des
ription selon le formalisme de Rapoport-Zink ([60℄), qui en 
onstitue le
adre naturel, pour la 
omparaison ([39℄) et la généralisation.2.1. La tour des revêtements de Drinfeld. � Tout 
ommen
e ave
 ledemi-plan ̟-adique généralisé de Drinfeld ([28℄) :
Ωd = Pd−1 −

⋃

H/K

H,où H par
ourt l'ensemble des hyperplans de Pd−1 rationnels sur K. C'est unanalogue non-ar
himédien des espa
es hermitiens symétriques, pour le 
as dugroupe linéaire GLd. Pour d = 2, on retrouve l'analogue, déjà 
onsidéré parTate ([67℄), du double demi-plan de Poin
aré H± = P1(C)− P1(R).La variété Ωd est munie d'une stru
ture d'espa
e rigide-analytique. Elle possèdeun modèle formel Ω̂d, 
onstruit par Deligne, dont Ωd est don
 la �bre génériqueau sens de Raynaud ([62℄) et sur lequel agit PGLd(K). Fixons Φ un ODd
-module formel spé
ial sur k (ils sont tous isogènes). Drinfeld a dé
ouvert que

Ω̂d⊗̂Ônr 
lassi�e, sur les Ônr-algèbre s où l'image de ̟ est nilpotente, les
ouples (X, ρ) tels que X est un ODd
-module formel spé
ial sur B et ρ :

ΦB → XB est une quasi-isogénie de hauteur zéro (on note B = B/̟nB etrigidi�e don
 la �bre spé
iale uniquement). Soit maintenant X le ODd
-moduleformel universel au-dessus de Ω̂d⊗̂Ônr. La �bre générique χd

n du noyau dela multipli
ation par ̟n est lo
alement pour la topologie étale isomorphe à
Ωd ×ODd

/̟nODd
. On dé�nit alors, suivant Drinfeld ([29℄), les revêtements

Σd
n = IsomODd

(̟−nODd
/ODd

, χd
n)6



de Ωd⊗̂K̂nr, qui sont des revêtements étales galoisiens de groupe (ODd
/̟nODd

)×.Le groupe GLd(K), identi�é à AutODd
(Φ) ⊗O K, agit via l'isogénie ρ et serelève aux revêtements. Cela 
orrespond à l'a
tion naturelle sur Ω̂d torduepar g 7→ Fr

−v(det g)
q sur K̂nr. En�n, les Σd

n 
onstituent un système proje
tifvia les in
lusions ̟−mODd
/ODd

⊂ ̟−nODd
/ODd

pour m ≤ n. Le groupe
D×

d agit sur la base de la tour par d 7→ Fr
−v(Nrd d)
q , où Nrd : D× → K×désigne la norme réduite, et se relève aux revêtements de façon 
ompatible àl'a
tion de O×

Dd
sur la tour. En dé�nitive, le groupe D×

d agit sur la tour par�
orrespondan
es� et 
ette a
tion 
ommute ave
 
elle de GLd(K) sur 
haqueétage.Il est 
ommode pour 
e qui suit de prendre des hauteurs de hauteur abi-traire, dans l'esprit du formalisme de Rapoport-Zink, 
e qui permet égale-ment de simpli�er la des
ription des a
tions. Nous transformons au passagel'a
tion à gau
he de Drinfeld en une a
tion à droite (a�n d'obtenir au �nalune a
tion à gau
he sur la 
ohomologie ℓ-adique). On obtient un Ônr-s
hémaformel M̂d
Dr,0, muni d'une a
tion à droite de GLd(K), qui se dé
ompose en

M̂d
Dr,0 =

⊔
h∈Z M̂

d,[h]
Dr,0, où M̂d,[h]

Dr,0 désigne la 
omposante 
onnexe où la quasi-isogénie ρ est de hauteur dh. On a don
 M̂d,[0]
Dr,0 = Ω̂d⊗̂Ônr (mais les a
tions nese 
omparent pas dire
tement). Le s
héma M̂d

Dr,0 est muni d'une donnée dedes
ente non e�e
tive à Spf(O) : φ : M̂d
Dr,0

∼
→ (M̂d

Dr,0)
Frq , qui envoie M̂d,[h]

Dr,0sur (M̂
d,[h−1]
Dr,0 )Frq . SoitMd

Dr,0 la �bre générique de M̂d
Dr,0 ; à l'aide de stru
turesde niveau η, on dé�nit une tour de revêtements étalesMd

Dr,U indexée par lessous-groupes ouvert U de O×
Dd

, munie d'une a
tion à droite de GLd(K)×D×
ddé�nie par

(g, d) :Md
Dr,U →M

d
Dr,d−1Ud, (X, ρ, η) 7→ (X, ρ ◦ g, η ◦ d).Si l'on pose Un = 1+̟nODd

, on retrouveMd,[0]
Dr,Un

= Σd
n. L'a
tion est telle que

(g, d) envoieMd,[h]
Dr,U surMd,[h+v(det g)+v(Nrd d)]

Dr,dUd−1 . Cela 
onduit à dé�nir le noyau
(GLd(K)×D×

d ×WK)0 du 
ara
tère surje
tif
GLd(K)×D×

d ×WK → Z

(g, d, w) 7→ v(det g) + v(Nrd d) + v(cl(w))où cl : WK → K× désigne le morphisme du 
orps de 
lasses. Ce sous-groupeagit sur Md,[0]
Dr,U ; en terme de représentations, la 
ohomologie de Md

Dr,Un
estl'induite de (GLd(K)×D×

d ×WK)0 à GLd(K)×D×
d ×WK de la 
ohomologie de

Σd
n. L'a
tion de K× plongé 
entralement dans GLd(K)×D×

d par x 7→ (x, x−1)7



est triviale. Noter également que l'a
tion de WK est dé�nie via la donnée dedes
ente, qui n'est e�e
tive qu'en quotientant par le sous-groupe engendré parune puissan
e de ̟, 
e qui revient au niveau de la 
ohomologie à �xer un
ara
tère 
entral d'ordre �ni (
e que nous ferons, voir théorème 8).2.2. La tour de Lubin-Tate. � On s'intéresse maintenant au fon
teurdes déformations par quasi-isogénie d'un O-module formel Φd de hauteur det dimension 1, 
as étudié (lorsque la quasi-isogénie est de hauteur zéro, don
un isomorphisme) originellement par Lubin et Tate ([56℄) puis Drinfeld ([28℄ ;il s'en sert essentiellement pour démontrer la lissité des variétés de moduleselliptiques). On obtient le Ônr-s
héma formel M̂d
LT ,0, muni d'une a
tion de D×

didenti�é au groupe des quasi-isogénies de Φd. On a une dé
omposition M̂d
LT ,0 =

⊔
h∈Z M̂

d,[h]
LT ,0, où M̂d,[h]

LT ,0 désigne la 
omposante où la quasi-isogénie ρ est dehauteur h. On retrouve en degré 0 le résultat de Lubin-Tate-Drinfeld : M̂d,[0]
LT ,0 =

Spf(Ônr[[t1, . . . , td−1]]). La �bre génériqueMd
LT ,0 est don
 isomorphe, en tantqu'espa
e rigide-analytique, à Z 
opies de la boule unité ◦

B
d−1.Comme dans le 
as pré
édent, on peut dé�nir une tour indexée par les sous-groupes ouverts de GLd(O). Mieux, à l'aide de la notion de stru
ture de niveaude Drinfeld, on peut dé�nir des stru
tures entières (la stru
ture de niveau étaituniquement en �bre générique dans le 
as pré
édent) : si X est un O-moduleformel sur B, il s'agit d'un morphisme de O-modules η : (̟−nO/O)d → mB ,où mB désigne l'idéal maximal de B, tel que ∏

x∈̟−nO/O(t − η(x)) divise lasérie formelle donnant l'a
tion de ̟ sur X. On obtient des s
hémas formels
M̂d

LT ,n.Revenons en �bre générique : la tourMd
LT ,U est munie d'une a
tion à droite par
orrespondan
es de GLd(F ) où pour g ∈ GLd(F ) tel que g−1Ug ⊂ GLd(O)on a g : Md

LT ,U
∼
→ Md

LT ,g−1Ug, d'une a
tion à droite de D×
d sur 
haqueétage (légère modi�
ation par rapport au formalisme de Rapoport-Zink qui
hoisissent 
ette a
tion à gau
he ; les deux points de vue di�érent par d 7→ d−1),et d'une donnée de des
ente à la Weil (non e�e
tive). Dé
omposant la tour en

Md
LT ,U =

⊔
h∈ZM

d,[h]
LT ,U et dé�nissant le noyau (GLd(K) × D×

d × WK)1 du
ara
tère surje
tif
GLd(K)×D×

d ×WK → Z

(g, d, w) 7→ −v(det g) + v(Nrd d) + v(cl(w))8



l'a
tion sur Md
LT est géométriquement induite de 
elle de (GLd(K) × D×

d ×

WK)1 sur Md,[0]
LT . Le sous-groupe K×, plongé diagonalement dans GLd(K) ×

D×
d , agit trivialement.2.3. Les représentations lo
ales fondamentales. � Il existe di�érentesthéories des espa
es rigides-analytiques, depuis la dé�nition de Tate ([67℄ ; no-ter que 
es espa
es apparaissent d'emblée 
omme le 
ontexte naturel où a lieul'uniformisation de 
ertaines 
ourbes elliptiques) et la vision de Raynaud entant que �bre générique de s
hémas formels ([62℄). Nous 
hoisissons la théoriede Berkovi
h, qui est une des plus ri
hes de part le formalisme 
ohomologiqueétale élaboré ([4℄), Berkovi
h prouvant également les théorèmes de 
ompa-raison de type GAGA (géométrie algébrique - géométrie analytique ; [6℄), de
hangement de base, ..., que l'on peut souhaiter. Une des motivations de Ber-kovi
h a d'ailleurs été, suite aux travaux de Drinfeld, de fournir les outils degéométrie analytique-rigide né
essaires à la réalisation du programme dé
ritpar Carayol ([19℄) autour de la 
orrespondan
e de Langlands lo
ale. Commeappli
ation, il prouve une 
onje
ture de Deligne sur les 
y
les évanes
ents ([5℄)qui est 
ru
iale pour 
e programme (voir plus loin ou l'arti
le d'exposition deCarayol). Le le
teur pourra également 
onsulter le 
ompte-rendu de Berkovi
hà ICM 1998 ([8℄), où Berkovi
h expose les idées sous-ja
entes à sa théorie etses motivations, ou bien en
ore lire l'exposé de Du
ros au séminaire Bourbaki([32℄).On 
onsidère les deux tours dé�nies au paragraphe pré
édent :

GLd(K) � Md
Dr,n

	D×

d

��⊔
r∈Z Ωd

et Md
LT ,n

GLd(K)�
��

	 D×
d

⊔
r∈Z

◦
B

d−1Dé�nition 1. � Les représentations lo
ales fondamentales sont les espa
esde 
ohomologie étale ℓ-adique à support 
ompa
t
U i

c,? = lim−→
n

Hi
c((M

d
?,n)K , Qℓ) 	 GLd(K)×D×

d ×WKoù ? = Dr ou LT et où l'a
tion sur la 
ohomologie résulte de l'a
tion sur lestours dé
rite au paragraphe pré
édent.Bien entendu, 
omme dans le formalisme ℓ-adique traditionnel, on a
Hi

c((M
d
?,n)K , Qℓ) = lim

←−
m

Hi
c((M

d
?,n)K , Z/ℓmZ)⊗Zℓ

Qℓ9



(plus exa
tement, Berkovi
h dé�nit d'abord la 
ohomologie à support sur lesouverts distingués puis passe à la limite indu
tive).Remarque 2. � Une dé�nition alternative est la suivante : on 
onsidère
U i
LT = lim

−→
n

Ind
GLd(K)×D×

d
×WK

(GLd(K)×D×

d
×WK)1

H0(M
d,[0]
LT ,n ⊗ k,Ri Ψform

η Qℓ)où Ψform
η désigne le fon
teur 
y
les évanes
ents de Berkovi
h. Ce fon
teur 
al-
ule la 
ohomologie sans support, laquelle est duale de Uc,LT (dualité de Poin-
aré). Nous en dirons plus au paragraphe 5.2Proposition 2.1. � Les représentations U i

c,? sont des représentations admis-sibles modulo le 
entre du groupe produit GLd(K)×D×
d ×WK .Remarque 3. � Le 
entre de GLd(K) × D×

d translate les 
omposantes
onnexesMd,[h]
c,? , h ∈ Z, don
 l'a
tion ne peut être admissible. C'est pourquoidans le théorème 8 nous �xerons le 
ara
tère 
entral χ : l'a
tion est admissiblesur le plus grand quotient U i

c,?,χ de U i
c,? où le 
entre de GLd(K) agit via χ.Ce résultat est essentiellement dû à Berkovi
h, qui a developpé une théorie desespa
es analytiques munis d'une a
tion de groupe (rappelée brievement dansl'appendi
e A de [47℄).Lemme 1 (Berkovi
h). � (i) Soit U un sous-ensemble ouvert distinguéd'un K-espa
e analytique quasi-algébrique X. Alors les groupes de 
oho-mologie à support 
ompa
t Hi

c(UK , Qℓ) sont de dimension �nie.(ii) Si X est de plus un G-espa
e ( i.e. muni d'une a
tion 
ontinue du groupe
G) et G 
ontient un sous-groupe ouvert qui est un pro-p-groupe (ave

p 6= ℓ), alors l'a
tion de G sur Hi

c(XK , Qℓ) est lisse.Le point (ii) démontre la lissité de l'a
tion de GLd(K) sur les espa
es U i
c,Dr,
elle de D× provient de la dé�nition même des revêtements et l'a
tion ga-loisienne est 
ontinue d'après un résultat général similaire de Berkovi
h. Par
ontre, le point (i) du lemme ne permet pas de démontrer l'admissibilité, maisseulement que la 
ohomologie à support est de type �ni. En e�et, on peut 
al-
uler la 
ohomologie par une suite spe
trale 
orrespondant à un re
ouvrementde �e
h, qui fait intervenir un nombre �ni d'induites 
ompa
tes de représen-tations de la forme Hi

c(UK , Qℓ), pour des ouverts distingués UK . Le résultat endé
oule et U i
c,Dr est don
 une représentation de longueur �nie.Du 
�té Lubin-Tate où les r�les de D×

d et GLd(K) sont é
hangées, la situa-tion est meilleure 
ar Md,[0]
LT ,n est, en vertu du théorème d'uniformisation que10



nous énon
erons plus loin, un ouvert distingué d'un espa
e analytique quasi-algébrique, si bien que Hi
c((M

d,[0]
LT ,n)K , Qℓ) est de dimension �nie. L'admis-sibilité de l'a
tion de GLd(K) × D×

d sur U i
c,LT en résulte dire
tement, 
ar

Md
LT ,n est l'espa
e des invariants sous le sous-groupe de 
ongruen
e prin
i-pal 1 + ̟n Md(K). De plus, la 
ohomologie sans support deMd,[0]

LT ,n (don
 de
Md

LT ,n par indu
tion) a bien un sens, 
ontrairement au 
�té Drinfeld.En dé�nitive, U i
c,Dr est également admissible (modulo le 
entre), en vertu duthéorème d'isomorphisme de Faltings-Fargues et son 
orollaire 
ohomologique,que nous allons maintenant exposer.3. L'isomorphisme de Faltings-FarguesSi l'arti
le de Falting a ouvert la voie ([34℄), il a fallu à Fargues quelques annéesde labeur a�n de 
onstuire les outils te
hniques né
essaires à rendre validesles arguments de lo
. 
it. Signalons également que Genestier et V. La�orgueont donné une se
onde démonstration du résultat qui suit, plus simple maisvalable uniquement en égale 
ara
téristique et utilisant la théorie du modulede 
oordonnées ([40℄). Elle �gure à la �n de l'ouvrage [39℄.Le premier énon
é de [39℄ est le suivant :Théorème 3 (Faltings-Fargues ; [39℄ th. .0.1). � Il existe une �p-adi�
ation� ˜̂

MLT de la tour de Lubin-Tate et un isomorphisme ˜̂
MLT

∼
→

˜̂
MDr,où ˜̂

MDr est un 
ertain é
latement formel admissible de M̂Dr. Cet isomor-phisme est équivariant lorsque l'on munit M̂Dr de l'a
tion de GLd(K) ×D×
dobtenue en tordant l'a
tion naturelle par l'involution (g, d) 7→ (tg−1, d) de

GLd(K)×D×
d .Apportons quelques é
lair
issements, 
ar donner un sens à l'isomorphisme estdéjà un gros travail !Remarque 4. � 1. Le s
héma formel Ω̂ est ̟-adique : un idéal de dé�ni-tion de Ω̂ est (π) et il est lo
alement de la forme Spf(OK〈t1, . . . , td〉/I)en tant que s
héma formel (
omme de tradition, OK〈t1, . . . , td〉 désignele 
omplété ̟-adique de OK [t1, . . . , td], 
onstitué des séries formelles res-treintes). Les ˜̂

MDr,U sont les normalisés de Ω̂ dans MDr,U et ˜̂
MDr =

lim←−U

˜̂
MDr,U est un s
héma formel ̟-adique qui 
onstitue un modèle en-tier (formel) de la tourMDr. 11



2. On dispose également de modèle s entiers de la tour de Lubin-Tate : ilssont 
onstruits à partir de la notion de �base de Drinfeld� ([28℄). Mais ilsne sont pas π-adiques 
ar déjà en niveau zéro OK [[t1, . . . , td−1]] ne l'estpas (un idéal de dé�nition est (̟, t1 . . . , td−1)). C'est pourquoi il faut
p-adi�er. Le modèle entier ˜̂

MLT est 
onstruit en re
ollant des �
ellules�indexées par l'immeuble de PGLd (don
 en utilisant les 
orrespondan
esde He
ke), de façon à pouvoir 
omparer par la suite ave
 le 
�té Drinfeld.3. L'isomorphisme n'est pas algébrique : il existe des K-points qui s'envoientsur des K̂ \K-points. C'est d'ailleurs pour 
ela qu'il a fallu ̟-adi�er.4. Les espa
es M? = lim←−U
M?,U (pour ? = Dr et LT ) ne sont pas desespa
es rigides au sens 
lassique du terme (ils ne le sont qu'en niveau �ni).Le théorème permet de donner un sens à l'isomorphisme en re
ourant àde bons modèle s entiers. Signalons que Fargues a également développéune théorie des espa
es rigides pour laquelle 
es limites proje
tives ontun sens, indépendemment de l'existen
e de tels models.Le se
ond résultat de Fargues est une appli
ation 
ohomologique, qui est nou-velle par rapport aux travaux de Faltings. On peut paraphraser le théorèmeprin
ipal 13.2 du 
hapitre IV de [39℄, étendu par le yoga habituel du 
as des
oe�
ients de torsion au 
as des 
oe�
ients ℓ-adiques, 
omme suit :Théorème 4 (Fargues). � Soit † l'involution de GLd(K) dé�nie par g 7→

tg−1 ; il y a un isomorphisme de GLd(K)×D× ×WK-modules lisse
H·

c(M
d
LT ) ≃ H·

c(M
d
Dr)

†.Remarque 5. � De façon pré
ise, Fargues énon
e un résultat d'équivalen
ede topos rigide-étale et obtient don
 un résultat au niveau de la 
atégoriedérivée, dont a besoin Dat pour ses travaux que nous mentionnerons brièvementplus loin.La 
onstu
tion de l'isomorphisme entre les tours est extrêmement élaborée etles méthodes rigides employées très te
hniques, aussi est-il di�
ile d'expliqueren quelques mots pourquoi ça mar
he. Il est 
onseillé de 
ommen
er par 
om-prendre l'isomorphisme au niveau des points (
hapitre 2 de lo
. 
it. ), 
e qui nené
essite pas de modèle entier parti
ulier ni d'é
latement formel : on 
onstatealors, suivant Fargues, que la théorie de Fontaine est au 
oeur de l'isomor-phisme (périodes 
ristallines, et
.). On peut également 
onsulter [36℄ pour unedes
ription de l'isomorphisme au niveau des �squelettes� des deux tours, 
equi permet de 
omprendre 
omment 
es deux objets d'allure très dissemblable12



(rien qu'à les regarder en niveau zéro) puissent être en relation : méditer surle dessin en page 2 de lo
. 
it. relatif au 
as d'é
ole d = 2 et K = Qp.4. Les a
teurs globauxCe sont les variétés de Shimura dans le 
as des 
orps de nombre (dont il estquestion dans [46℄ et dans le �survey� de Carayol) et les variétés modulairesde Drinfeld dans 
elui des 
orps de fon
tions, que nous détaillons maintenant.4.1. Les variétés modulaires de Drinfeld. � Commençons par un pe-tit rappel historique : les premiers objets visibles dans la littérature sont lesmodules elliptiques de Drinfeld ([28℄), qui apparaissent simultanément ave

Ωd. En e�et, Drinfeld montre que l'espa
e de module Md

I des modules ellip-tiques (rigidi�és par une stru
ture de niveau I et de degré d) 
onstitue unanalogue (pour d = 2) des 
ourbes modulaires Y (N) : on obtient un résul-tat d'�uniformisation p-adique� semblable à la des
ription usuelle de Y (N)(C)
omme quotient du demi-plan de Poin
aré
Md

I (F̂∞) ≃ GLd(F )\[Ωd ×GLd(A
∞)]/GLd(O∞, I),où la pla
e ∞ du 
orps global F joue le r�le de la pla
e ar
himédienne etoù GLd(O∞, I) désigne le sous-groupe de GLd(OA∞) 
onstituté des élémentsqui sont 
ongrus à 1 modulo I (bien entendu, on a noté A les adèles de F ).Il s'agit même d'un isomorphisme d'espa
es rigides-analytiques. En 
al
ulant

H1 := lim
−→

I

H1(M̄2
I (F̂∞), Qℓ), Drinfeld réussit à établir un analogue de la théoried'Ei
hler-Shimura : il atta
he une repésentation galoisienne ℓ-adique de di-mension 2 à toute représentation automorphe Π de GL2(A) telle que Π∞ est laSteinbeg St∞. Cela lui permet de démontrer la 
orrespondan
e de Langlandslo
ale pour d = 2 ([31℄).Drinfeld introduit alors de nouveaux objets, de nature plus géométrique (ladé�nition d'un module elliptique est une dé�nition algébrique élémentaire) :les fais
eaux elliptiques et montre l'équivalen
e (�en dehors� de la pla
e ∞)des deux notions ([30℄ ; voir également [27℄). Puis il dé�nit les Stukas (ou F -fais
eaux, la pla
e ∞ ne jouant plus de r�le parti
ulier), 
e qui lui permet dedémontrer la 
orrespondan
e de Langlands globale pour d = 2.Les variétés modulaires de Drinfeld ne sont pas propres, 
e qui pose des pro-blèmes ardus (
ompa
ti�
ation, formules des tra
es, et
.) qui sont di�
iles àrésoudre pour d > 2. Une solution est apportée par Laumon, Rapoport etStuhler à travers les D-fais
eaux elliptiques ([54℄) qui sont don
 des variantes13




ompa
tes des fais
eaux elliptiques de Drinfeld. Ces nouvelles variétés ne sontplus asso
iées à GLd mais au groupe multipli
atif d'un 
orps gau
he D de 
entre
F , de dimension d2 sur F et déployé au-dessus de ∞. La 
orrespondan
e deLanglands lo
ale en égale 
ara
téristique en résultera, en dé
omposant la 
oho-mologie de l'espa
e de modules obtenu sous l'a
tion des opérateurs de He
ke,de manière similaire à 
e qu'à dé
rit Carayol pour les variétés de Shimura.Le le
teur pourra 
onsulter [19℄ pour un 
ompte-rendu agréable à lire de 
estravaux (
orrespondan
e de Langlands lo
ale uniquement).Notations :Soit X/Fq une 
ourbe proje
tive lisse, de 
orps de fon
tions F = Fq(X) et soit
D un fais
eau d'ordres maximaux de D et R le lieu de rami�
ation de D. Onse donne ∞, o deux pla
es distin
tes �xées tel que D∞ = Md(F∞). La pla
e
∞ sera l'analogue de la pla
e a
himédienne et le 
omplété Fo jouera le r�le du
orps lo
al K de la partie lo
ale de 
et exposé. En�n, soit I ⊂ X − {∞} unsous-s
héma fermé �ni non vide.La dé�nition d'un D-fais
eau est essentiellement 
elle d'un diagramme de �brésve
toriels sur la 
ourbe X :Dé�nition 2. � Un D-fais
eau elliptique (de zéro z : S → X −R− {∞} etp�le ∞) dé�ni sur un Fq-s
héma S est la donnée d'un diagramme 
ommutatif

. . . �
�

// Ei
�

� ji // Ei+1
�

�

// . . .

. . . �
�

//.

�

>>
|

|
|

|
|

|
|

|
| τEi

�

�

τ ji //
-




ti
<<

y
y

y
y

y
y

y
y

τEi+1
�

�

//
-




<<
y

y
y

y
y

y
y

y
y

. . .où les Ei sont des DX ⊠OS-modules à droite lo
alement libres de rang 1, τEi =

(IdX ×FrobS/Fq
)∗Ei, et les 
onditions suivantes sont véri�ées :(i) Périodi
ité : Ei+d = Ei({∞} × S)(ii) P�le : Ei+1/ji

(Ei) ≃ (Γ∞)∗Ai, pour Ai un OS-module lo
alement libre derang d(iii) Zéro : Ei+1/ti(
τEi) ≃ (Γz)∗Bi, pour Bi un OS-module lo
allement libre derang d(iv) Normalisation : χ(E0|X×s) ∈ [0, d[ pour tout point géométrique sOn retiendra qu'un D-fais
eau E possède un zéro et un p�le. Le morphismezéro permet de voir l'espa
e de modules EℓℓI des D-fais
eaux elliptiques (munisd'une stru
ture de niveau I) 
omme un s
héma au-dessus de X−R−{∞}. Lep�le est quant à lui �xe (sans quoi on aboutit à la dé�nition d'un D-
htou
as14



de L. La�orgue, qui parvient ainsi à démontrer la 
orrespondan
e de Langlandsglobale pour GLd, d > 2).Théorème 5 ([54℄). � Le s
héma EℓℓI est proje
tif, lisse et purement de di-mension relative d− 1 au-dessus de X −R− {∞}.Pour 
ela, Laumon, Rapoport et Stuhler véri�ent (entre autres) le 
ritère va-luatif de propreté, en utilisant un théorème de rédu
tion semi-stable développépar Drinfeld dans un travail sur la 
ompa
ti�
ation des espa
es de modules deStukas.En�n, les EℓℓI 
onstituent un système proje
tif lorsque I varie. Notant A∞les adèles ��nies�, on a une a
tion à droite de D×(A∞) sur la limite proje
tive
lim
←−
I 6∈∞

EℓℓI ⊗ F o, dé�nie via les opérateurs de He
ke.4.2. Etude de la mauvaise rédu
tion : les théorèmes d'uniformisa-tion. � Il s'agit tout d'abord de prolonger le s
héma EℓℓI au-dessus de
SpecOo, dans les deux 
as suivants :(1) le 
as où o ∈ I (en dehors deR), étudié par Boyer ([14℄), qui va donner lieuà un théorème d'uniformisation faisant apparaêtre les espa
es de Lubin-Tate ;(2) le 
as où Do est le 
orps gau
he Dd d'invariant 1/d, étudié par l'auteur de
e texte dans [47℄, où interviennent l'espa
e de Drinfeld (si o 6∈ I) et sesrevêtements (si multo(I) > 0).On autorise don
 le zéro z à interse
ter le niveau et le lieu de rami�
ation res-pe
tivement. Les propriétés des variétés de modules sont résumées 
i-dessous :proje
tif EℓℓIzéro proje
tif lissede dimensionrelative d − 1

��

platpropre
o o

Do = Dd X − I − {∞} −R o ∈ I, o 6∈ RPour que 
ela soit vrai, il faut imposer dans le 
as (2) une 
ondition sup-plémentaire, dite �
ondition spé
iale� (sinon le s
héma obtenu ne serait pasplat au-dessus de SpecOo). A tout D-fais
eau elliptique est asso
ié, par une
onstru
tion due à Drinfeld, un Oo-module ̟o-divisible noté Gro(E), muni15



d'une a
tion de Do, et l'on demande que 
e soit un Do-module formel spé-
ial, au sens du paragraphe 2.1. Noter également que les s
hémas de modules
EℓℓI ne sont plus lisses (leurs �bres spé
iales sont très rami�ées au-dessus de
Speck(o), 
omme on va le voir ave
 les théorèmes d'uniformisation).Rappelons que les premiers résultats d'uniformisation p-adique remontent àTate qui introduit dans [67℄ la notion d'espa
e analytique rigide en traitantdu 
as des 
ourbes elliptiques à rédu
tion multipli
ative. Un peu plus tard,Mumford utilise le point de vue des s
hémas formels de Raynaud ([62℄) pourmontrer que les 
ourbes de genres quel
onques, en 
ertaines pla
es de mauvaiserédu
tion, peuvent être uniformisées par des ouverts 
onvenables du demi-plan p-adique Ω2

Qp
= P1

(
Q̂p

)
− P1 (Qp) ([57℄ ; voir aussi [61℄ et [58℄ pour unegénéralisation en dimension supérieure). �erednik dé
ouvre alors ([21℄) que telest le 
as de la 
ourbe de Shimura S asso
iée à une algèbre de quaternions ∆indé�nie de 
entre Q, en une pla
e p où ∆ est rami�ée : S⊗Qp est la réunion de(formes tordues galoisiennes) de quotients à la Mumford de Ω2

Qp
par des sous-groupes de S
hottky de PGL2 (Qp) (du moins, lorsque l'exposant en p du niveauest maximal). Peu après, Drinfeld en donne une expli
ation naturelle (voir [29℄ou son exégèse [11℄ par Boutot et Carayol) en dé
ouvrant que Ω̂d

Qp
⊗̂Ẑnr

p est unespa
e de modules pour les O∆p -modules formels (rigidi�és). L'uniformisation
p-adique provient alors de 
e qu'en la pla
e p 
onsidèrée, la 
ourbe de Shimuraparamètre des variétés abéliennes toutes isogènes dont le groupe p-divisibleest de 
e type. Depuis, l'uniformisation p-adique des variétés de Shimura aété développée par de nombreux auteurs ([18℄, [59℄, [60℄, [68℄ ; voir égalementl'arti
le d'exposition [12℄).Nous allons maintenant expli
iter les théorèmes d'uniformisation dans les deux
as qui nous 
on
ernent. Par rapport à 
es rappels historiques, le 
as Do = Ddest l'analogue de l'uniformisation de �erednik-Drinfeld. Le 
as de Boyer estl'analogue du résultat obtenu par Carayol pour 
ertaines variétés de Shimura([18℄).4.2.1. Le 
as Do = Dd. � Les raisons de l'uniformisation sont les mêmes que
elles évoquées plus haut : d'une part, tous lesD-fais
eau elliptique E dé�nis sur
k(o) sont isogènes. Leurs �bres génériques sont don
 isomorphes et l'on montreque l'algèbre D des endomorphismes d'une telle �bre générique s'identi�e à Den dehors des pla
es ∞, o et véri�e D∞ = Dd tandis que Do est déployé.Le groupe ̟o-divisible Gro(E) asso
ié à E est un Do-module spé
ial. Notant
Φ l'unique (à isogénie près) Do-module formel spé
ial sur k(o), l'ensemble des16



algébrisations de Φ, 
'est-à-dire des D-fais
eaux elliptiques sur k(o) munis d'unisomorphisme Φ ≃ Gro(E), est en bije
tion ave
 l'ensemble de doubles-
lasses
ZI = D

×
(F )\D

×
(A∞)/K∞,o

I ,où l'on a noté K∞,o
I le sous-groupe 
ompa
t ouvert de D

×
(A∞) 
onstitué deséléments qui s'envoient sur 1 modulo I. On utilise alors la des
ription modulairede l'espa
e Ω̂d

k(o)
pour 
onstruire une appli
ation Ω̂d

k(o)
× ZI → EℓℓI ⊗ k(o).Rentre ensuite en s
ène le se
ond ingrédient essentiel, à savoir l'analogue duthéorème de Serre et Tate qui dit que déformer un D-fais
eau elliptique Erevient à déformer son groupe ̟o-divisible Gro(E).On démontre ainsi :Théorème 6 (Hausberger ; [47℄ 8.2). � (a) Si o 6∈ I alors il existe un iso-morphisme de Oo-s
hémas formels

ÊℓℓI/{so} ≃ [(Ω̂d⊗̂Ônr
o )× ZI ]/GLd(Fo),où ÊℓℓI/{so} désigne le 
omplété formel le long de sa �bre spé
iale et oùl'a
tion à droite de GLd(Fo) sur Ω̂d⊗̂Ônr est l'a
tion dé
rite au paragraphe2 
omposée ave
 l'involution g 7→ tg−1.(b) Si par 
ontre multo(I) = n alors il existe un isomorphisme d'espa
esrigides-analytiques sur Fo :

(EℓℓI)
an ≃ [Σd

n × ZIo ]/GLd(Fo).Ces isomorphismes sont 
ompatibles, lorsque I varie (i.e. n et Io varient),aux opérations de proje
tion, et l'isomorphisme ainsi obtenu entre les deuxsystèmes proje
tifs est équivariant pour l'a
tion du groupe D× (A∞) ≃

D
×

(A∞,o)×D×
o .Remarque 6. � 1. Le Do-module formel Gro(E)) provient en fait de la�bre en o du D-fais
eau elliptique E , qui est un Do-module de 
oor-données. Or la théorie du module de 
oordonnées, qui à un tel objetfait 
orrespondre un module formel (et ré
iproquement), est une théoriede Dieudonné 
ontravariante. L'identi�
ation de D ave
 l'algèbre d'en-domorphismes de la �bre générique de E induit ainsi un isomorphisme

Md(Fo) = Do ≃ End0
Do

(Φ) tel que g 
orrespond à la quasi-isogénie tg−1.Cela explique la présen
e de l'involution dans l'énon
é du théorème.2. L'uniformisation (b) est uniquement rigide-analytique 
ar il n'y a pasde modèle formel 
onnu des revêtements de Drinfeld. C'est essentielle-ment une 
onséquen
e formelle de (a) : l'isomorphisme dé
rit se relève17



au niveau des Do-modules formels spé
iaux portés par les deux membres(l'un est asso
ié au D-fais
eau elliptique universel au-dessus de ÊℓℓI/{so}par la 
onstru
tion Gro de Drinfeld et l'autre provient de la des
riptionmodulaire de Ω̂d⊗̂Ônr). Il su�t alors de 
onsidérer la ̟n
o -torsion.3. L'isomorphisme obtenu est un isomorphisme d'espa
es analytiques sur Foet non sur Fnr

o : il y a des torsions galoisiennes et le quotient de droite esten dé�nitive une union disjointe �nie de tordues galoisiennes de quotients
Σd

n/Γ pour des sous-groupes de 
ongruen
es Γ ⊂ PGLd(K).4. Une formulation alternative est la suivante : il existe un isomorphismed'espa
es rigides-analytiques sur F̂nr
o :

(EℓℓI)
an⊗̂F̂nr

o ≃ [Md
Dr,n × ZIo]/GLd(Fo)
ompatible à l'a
tion du Frobenius Frobo et 
elle (par 
orrespondan
es)de D× (A∞) ≃ D

×
(A∞,o)×D×

o .4.2.2. Le 
as o ∈ I. � La géométrie est beau
oup plus ri
he dans le 
as étudiépar Boyer. En e�et, la �bre spé
iale EℓℓI,so au-dessus de so = Spec k(o) eststrati�ée par des sous-s
hémas lo
alement fermés Eℓℓ=h
I,so

, 1 ≤ h ≤ d, de puresdimensions d − h, 
ara
térisés par la propriété qu'en tout point géométrique
z̄o de Eℓℓ=h

I,so
le Oo-module ̟o-divisible G = Gro(E) se dé
ompose en partiesétale et 
onnexe :

1→ Gét̄
zo
→ Gz̄o → Gc

z̄o
→ 1ave
 Gc

z̄o
de hauteur h (et don
 Gét̄

zo
de hauteur d− h). Cela 
ontraste ave
 le
as pré
édent où l'a
tion de l'algèbre à division rigidi�ait tout.On rappelle que Φh désigne l'unique (à isogénie près) Oo-module formel dedimension 1 et hauteur h. On a vu que le fon
teur des déformations de Φhpar quasi-isogénie est représentable par le s
héma formel M̂h

LT ,0. La 
om-posante 
onnexe 
orrespondant aux quasi-isogénies de hauteur zéro véri�e
M̂

h,[0]
LT ,0 ≃ Spf Ônr

o [[t1, . . . , th−1]]. En rajoutant une stru
ture de niveau n, onobtient M̂h,[0]
LT ,n ≃ Spf Defh

n (
onsulter [28℄ �4 pour les équations).Notons Fo/Oo le Oo-module ̟o-divisible étale de hauteur 1 sur k(o) et Φh,h′ =

Φh × (Fo/Oo)
h′ . Le groupe des quasi-isogénies de Φh,h′ s'identi�e à D×

h ×

GLh′(Fo), où Dh désigne l'algèbre à division sur Fo d'invariant 1/h. On ob-tient en
ore un fon
teur représentable et la partie étale rajoute h′ variables àl'anneau de séries formelles.Boyer démontre alors un analogue du théorème de Serre et Tate : déformer un
D-fais
eau elliptique E revient à déformer le Oo-module ̟o-divisible Gro(E),lequel est de la forme Φh,d−h au sein de la strate Eℓℓ=h

I,so
. En dé�nitive, le18




omplété formel en un point géométrique z̄o de Eℓℓ=h
I,so

s'exprime
ÊℓℓI/{z̄o} ≃ Spf(Defh

n[[t1, . . . , td−h]])où n = multo(I).Regardons maintenant 
e qui se passe lorsque h = d (par analogie ave
 le 
asdes 
ourbes elliptiques, 
ela 
orrespond au lieu supersingulier). Alors Gro(E)est in�nitésimal et l'on démontre que Eℓℓ=d
I,so

(k(o)) 
orrespond à une seule 
lassed'isogénie (de D-fais
eax elliptiques). L'algèbre D des endomorphismes de la�bre générique de 
es D-fais
eaux est telle qu'elle s'identi�e à D en dehors despla
es ∞, o et véri�e Do = Dd, D∞ = Dopp
d = D−d. Comme plus haut, il enrésulte un paramétrage de Eℓℓ=d

I,so
(k(o)) par les doubles 
lasses

ZI = D
×
(F )\D

×
(A∞)/K∞,o

I(à la di�éren
e près que l'algèbre D n'est pas la même).Combinant 
e fait ave
 l'analogue du résultat de Serre-Tate, Boyer démontre :Théorème 7 (Boyer ; [14℄). � Il existe un isomorphisme de s
hémas for-mels sur Ônr
o :

ÊℓℓI/{so;=d} ≃ [
˜̂
Md

LT ,n × ZIo ]/D
×
o
ompatible à l'a
tion du Frobenius Frobo et 
elle (par 
orrespondan
es) de

D× (A∞) ≃ D
×

(A∞,o)×D×
o , où n = multo(I) et ÊℓℓI/{so;=d} désigne le 
om-pété formel de EℓℓI ⊗Oo Ô

nr
o le long de Eℓℓ=d

I,so
⊗k(o) k(o).Remarque 7. � 1. Nous avons légèrement reformulé le résultat delo
. 
it. (prop. 14.2) a�n de mettre en avant le parallèle entre les deux
as d'uniformisation.2. La notation ˜̂

Md
LT ,n signi�e que l'a
tion de GLd(Fo)×D

×
o est modi�ée parrapport à 
elle dé�nie au paragraphe 2 a�n de tenir 
ompte du fait que la
onstru
tion du Oo-module ̟o-divisible Gro(E) passe par la théorie dumodule de 
oordonnées.5. Les suites spe
tralesElles relient les représentations lo
ales fondamentales :

U i
c,Dr,U

i
LT 	 GLd(Fo)×D×

o ×WFoà la représentation globale :
H i

o := lim−→
I 6∋∞

Hi(EℓℓI ⊗ F o, Qℓ) 	 D×(A∞)×WFo19



(a
tion dé�nie à l'aide des opérateurs de He
ke).5.1. La suite spe
trale de Ho
hs
hild-Serre. �Proposition 5.1 (Harris-Hausberger ; [47℄ 
or. 10.7)Il existe une suite spe
trale D
×
(A∞,o) × D×

o × WFo ≃ D×(A∞) × WFo-équivariante :
Ei,j

2 = ExtiGLd(Fo)−mod. lisse(U2(d−1)−j,†
c,Dr (d− 1),A∞

D
) =⇒ H i+j

o ,où A∞
D

désigne l'espa
e des formes automorphes sur D triviales à l'in�ni et †l'involution de GLd(Fo) dé�nie par g 7→ tg−1.Via le théorème d'uniformisation, il s'agit de relier la 
ohomologie de
(Md

Dr,n)F o
à 
elle du quotient [(Md

Dr,n)F o
× ZIo ]/GLd(Fo) ≃ (EℓℓI)

an
F o
,d'où la terminologie. S'inspirant du travail réalisé par Harris dans le 
as des
orps de nombres ([41℄), 
ette suite spe
trale a été 
onstruite �à la main�,en utilisant des re
ouvrements de �e
h (sur des ouverts distingués où lerevêtement est trivialisable 
ar le groupe agit librement) et la théorie deBerkvi
h des espa
es analytiques munis d'une a
tion de groupe. En e�et, iln'existait pas de résultat général valable pour les espa
es 
onsidérés. Depuis,Fargues a é
rit une suite spe
trale de Ho
hs
hild-Serre qui s'applique à tousles résultats d'uniformisation de 
e type 
onnus ([35℄ 4.5.2).5.2. La suite spe
trale des 
y
les évanes
ents. � Soit X un Spf Ônr

o -s
héma formel (spé
ial au sens de [5℄). Le fon
teur RΨform
ηo asso
ie à un fais
eauétale sur la �bre générique Xη̄o de X (au sens de Raynaud) un 
omplexe defais
eaux étales 
onstru
tibles sur la �bre spé
iale Xs̄o . Si on applique 
ette
onstru
tion à X = M̂

d,[0]
LT ,n dont la �bre spé
iale est réduite à un point, onobtient des fais
eaux Ri Ψform

ηo Qℓ tels que
H0(M

d,[0]
LT ,n ⊗ k(o),Ri Ψform

ηo
Qℓ) = Hi((M

d,[0]
LT ,n)F o

, Qℓ),de sorte que la représentation lo
ale fondamentale (version sans support) n'estautre que
U i
LT = lim−→

n

Ind
GLd(K)×D×

d
×WK

(GLd(K)×D×

d
×WK)1

H0(M
d,[0]
LT ,n ⊗ k(o),Ri Ψform

η Qℓ).D'une façon générale, si Z → Spec Ônr
o est un s
héma et x̄ un point géomé-trique de la �bre spé
iale Zs, on peut 
onsidérer d'une part le 
omplexe des
y
les évanes
ents algébriques RΨηoQℓ sur Zs, et d'autre part 
elui des 
y
les20



évanes
ents formels RΨform
ηo Qℓ asso
iés au 
omplété formel X = Ẑ/{x̄} de Z en

x̄. Berkovi
h démontre le théorème de 
omparaison ([5℄) :
(RΨηoQℓ)x̄ ≃ RΨform

ηo
Qℓ.Prenant Z = EℓℓI ⊗Oo Ô

nr
o et z̄o un point supersingulier, il résulte alors duthéorème de Serre-Tate (voir paragraphe 4.2.2) un isomorphisme
(RΨηoQℓ)z̄o ≃ RΨform

ηo
Qℓ,où les 
y
les évanes
ents formels sont 
eux du début de 
e paragraphe qui
al
ulent la 
ohomologie deMd,[0]

LT ,n. Pour la strate supersingulière toute entière,uniformisée par le théorème 7, on trouve
H0(Eℓℓ=d

I,so
⊗k(o),Ri ΨηoQℓ) ≃ [H0(ZIo , Qℓ)⊗H0(M̃d

LT ,n⊗k(o),Ri Ψform
ηo

Qℓ)]
Do,où multo(I) = n. Passant à la limite sur I, on obtient ainsi la des
riptionsuivantes des 
y
les évanes
ents supersinguliers :Proposition 5.2 (Boyer [14℄). � Il existe un isomorphisme équivariantpour l'a
tion de D×(A∞)×WFo ≃ D

×
(A∞,o)×D×

o ×WFo

lim
−→
I 6∋∞

H0(Eℓℓ=d
I,so
⊗ k(o),Ri ΨηoQℓ) ≃ Hom

D
×

o
(Ǎ∞

D
, Ũ i

LT ),où A∞
D

désigne l'espa
e des formes automorphes sur D triviales à l'in�ni, Ǎ∞
Dsa 
ontragrédiente et Ũ i

LT indique une légère modi�
ation de l'a
tion (voir re-marque 7 2.).En�n, la 
ohomologie des 
y
les évanes
ents est reliée à 
elle de la variétéglobale par la suite spe
trale suivante :Proposition 5.3. � Il existe une suite spe
trale D×(A∞)×WFo-équivariante :
Ei,j

2 = lim
−→
I 6∋∞

Hi
c(EℓℓI,so ⊗k(o) k(o),Rj ΨηoQℓ) =⇒ H i+j

o6. Réalisations géométriques des 
orresponden
es6.1. Enon
é du théorème. �Théorème 8 (Boyer). � Soit χ un 
ara
tère de K× d'ordre �ni ; notantave
 un indi
e χ le plus grand quotient où le 
entre de GLd(K) (resp. 
elui21



de D×) agit par χ (resp. χ−1), on a la dé
omposition suivante :
(Ud−1+i

c,Dr,χ )Fr-ss = (resp. (Ud−1+i
c,LT ,χ)Fr-ss =)





⊕
s≥i+1

s|d

⊕
π∈A0

d
s ,χ

(K)

Si,s(π)⊗ JL(Sts(π)) ⊗ L(π)(−i− d−s
2 ) si 0 ≤ i ≤ d− 1,

(resp. Si,s(π)⊗ JL(Sts(π
∨))⊗ L(π∨)(−i− d−s

2 ))

0 sinon,où Sts(π) (resp. Spehi(π) désigne la représentation de Steinberg (resp. de Speh)généralisée et Si,s(π) est l'unique sous-module irrédu
tible de l'induite norma-lisée Spehi(π)| |
i−s
2 × Sts−i(π)| |

i
2 (0 ≤ i ≤ s− 1)Donnons quelques é
lair
issements et interprétations :1. Toutes 
es représentations sont des sous-quotients de π| |

1−s
2 ×· · ·×π| |

s−1
2 .On parle de représentations elliptiques. La Steinberg (resp. la représen-taion de Speh) généralisée Sts(π) (resp. Spehi(π)) est l'unique quotient(resp. sous-espa
e) irédu
tible de 
ette induite. Il résulte de la théoriede Bernstein et Zelevinsky que l'induite Spehi(π)| |

i−s
2 × Sts−i(π)| |

i
2est de longueur deux. Par rapport à la 
lassi�
ation, son unique sous-module irrédu
tible Si,s(π) 
orrespond à l'orientation du graphe de som-mets si = (π| |i−1+ 1−s

2 )1≤i≤s et d'arêtes (si, si+1) donné par
s1
• →

s2
• → . . .→

si
• →

si+1
• ← . . .←

ss
•(et son unique quotient irrédu
tible à l'orientation

s1
• →

s2
• → . . .→

si
• ←

si+1
• ← . . .←

ss
• ).Il 
orrespond à Si,s(π) par la 
orrespondan
e de Langlands lo
ale la repré-sentation

L(π)(1−s
2 ) ⊕ · · · ⊕ L(π)(s−1

2 ) où la matri
e de la monodromie N setermine par son unique blo
 de Jordan non trivial qui est de taille s− i.2. Ce résultat a été 
onje
turé par Carayol pour i = 0 (et démontré dansle 
as d = 2, voir [18℄ et [17℄, le 
as d = 1 étant équivalent à la théoriede Lubin-Tate [55℄, [56℄) et par Harris en dehors du degré médian (notesnon publiées). Pour la partie super
uspidale de la 
ohomologie, la 
onje
-ture était 
onnue sous le nom de �
onje
ture de Deligne-Carayol� dansle 
as Lubin-Tate et �
onje
ture de Drinfeld-Carayol� dans le 
as des re-vêtements de Drinfeld. Pendant longtemps, les seuls résultats 
onnus surla partie non super
uspidale de la 
ohomologie était dûs à S
hneider etStuhler ([65℄) qui expli
itent la 
ohomologie (sans support) de l'espa
e22



de base Ωd. Ce sont en partie 
es résultats qui inspirèrent à Harris sa
onje
ture.3. Un grand soin doit être a

ordé à la normalisation des diverses a
tionspour que le théorème soit 
orre
t tel qu'énon
é pré
édemment. De plus,les di�érents auteurs prennent, selon le 
ontexte, la 
ohomologie ave
 ousans support. Une autre sour
e potentielle d'erreur est que la partie galoi-sienne de la 
ohomologie qu'isolent Harris et Taylor fait apparaêtre une
ontragrédiente (
as des 
orps p-adiques) qui ne �gure pas dans l'énon
éde Laumon, Rapoport et Stuhler. Cela �
ompense� en fait la 
ontragré-diente introduite en égale 
ara
téristique par la 
onstru
tion légèrementdi�érente du groupe formel sous-ja
ent. En dé�nitive, di�érentes variantesexistent dans la littérature et l'auteur de 
e texte espére avoir donné unénon
é 
ohérent en reproduisant ainsi la 
onje
ture 9.6 de [47℄.4. Le théorème dé
rit don
 la Frob-semi-simpli�ée de la représentation lo
alefondamentale U i
c. L'a
tion de GLd(K)×D×

d × IK sur la 
ohomologie estsemi-simple mais Boyer travaille à Frob-semi-simpli�
ation près.5. Les séries dis
rètes (
'est-à-dire les Steinberg généralisées) sont 
on
en-trées en degré médian d − 1 où l'on obtient une somme de termes de laforme Sts(π) ⊗ JL(Sts(π
?)) ⊗ L(π?)(−i − d−s

2 )). La 
orrespondan
e deJa
quet-Langlands est don
 réalisée (à 
ontragrédiente près dans le 
asLubin-Tate), mais la 
orrespondan
e de Langlands lo
ale l'est unique-ment pour les super
uspidales (s = 1).En�n, sans mener de 
al
ul, expliquons pourquoi la 
ohomologie à support est
on
entrée en degrés 
ompris entre d− 1 et 2(d− 1). Cela est possible du 
�téde Drinfeld, grâ
e à des résultats de dimension 
ohomologique dûs à Berko-vi
h, valables pour une 
lasse d'espa
es analytiques in
luant les revêtementsde Drinfeld.Comme Md
Dr est de dimension d − 1, la 
ohomologie ave
 support est endegrés au plus 2(d − 1) (
f. [47℄ Annexe A). Pour l'autre inégalité, on uti-lise les résultats de [7℄, qui s'appliquent à Md,[0]

Dr,Kn
= Σd

n (
f. introdu
tion delo
. 
it. ) : les revêtements de Drinfeld peuvent s'é
rire 
omme une union 
rois-sante de sous-domaines analytiques 
ompa
ts quasi-a�nes Vm (au sens de [7℄déf. 5.5). D'après le 
orollaire 6.2 du théorème 6.1 de lo
. 
it. , la 
ohomologie
H·

c(Vm⊗̂K̂, Qℓ) est en degrés au moins d − 1 (
e 
orollaire utilise une dualitéde Poin
aré). On obtient le résultat en prenant la limite indu
tive sur m.6.2. Cal
ul de la partie super
uspidale de la 
ohomologie. � Il s'agitdu résultat suivant : la partie super
uspidale est 
on
entrée en degré médian23



d − 1 et les 
omposantes π-isotypiques, pour π super
uspidale et dé�nies par
Ud−1

c (π) = HomGLd(K)(π,Ud−1) sont données par
Ud−1

c,Dr(π) = JL(π)⊗ L(π ⊗ | |
1−d
2 ),

Ud−1
c,LT (π) = JL(π∨)⊗ L(π∨ ⊗ | |

1−d
2 ).Le tableau suivant résume les diverses 
ontributions :
�té Drinfeld 
�té Lubin-Tate
orps p-adiques Harris ([41℄ ; 1997) Harris-Taylor
omplété par Harris-Taylor ([46℄) ([46℄ ; 1998)(voir également [45℄)
as d'égale Hausberger Boyer
ara
téristique p ([47℄ ; 2000) ([14℄ ; 1998)Remarque 8. � 1. Comme on peut s'en douter, les démonstrations de 
es�
onje
tures de Deligne-Drinfeld-Carayol� sont intimement liés à 
elles dela 
orrespondan
e de Langlands lo
ale.2. Toutes les preuves pro
èdent par voie globale (i.e. utilisent un résul-tat d'uniformisation). Des résultats purement lo
aux existent mais nedonnent que des résultats partiels, ne permettant pas de 
al
uler la par-tie galoisienne ([33℄ [66℄).Remarque 9. � Dans le 
as Lubin-Tate, les auteurs 
al
ulent en fait, 
e quiest plus naturel dans leur 
ontexte, la partie ρ-isotypique du dual de Ud−1

c,LT , pour
ρ une représentation de D×, 
ar les 
y
les evanes
ents 
al
ulent la 
ohomologiesans support. En d'autres termes, on a 
�té Lubin-Tate :

Ud−1
LT (JL(π∨)) := Hd−1(Md

LT ⊗̂K̂, Qℓ)(JL(π∨)) ≃ π ⊗ L(π∨ ⊗ | |
1−d
2 ).Suivant Carayol ([17℄), nous 
onservons la symétrie des énon
és.6.2.1. S
héma de la preuve 
�té Drinfeld. � On rappelle que Fo joue le r�le du
orps lo
al K et se donne une représentation super
uspidale π de GLd(Fo). On
ommen
e par intégrer la représentation lo
ale π au sein d'une représentationglobale Π̃ qui sera une représentation automorphe de GLd(A) telle que Π̃o =

π et Π̃∞ = St∞ (le type à l'in�ni doit être de 
elui qui apparaît dans la
ohomologie de la variété globale Eℓℓ, d'où 
e 
hoix).En utilisant des résultats de Henniart (que l'on démontre à l'aide d'une formuledes tra
es), on transfère Π̃ au groupe D× (resp. D
×), en une représentation au-tomorphe Π de D×(A) (resp. Π de D

×
(A)) telle que Πo = JL(π) et Π∞ = St∞(resp. Πo = π et Π∞ = 1∞). Ce sont deux instan
es d'une 
orrespondan
e24



de Jaquet-Langlands globale (qui n'était pas disponible en toute généralité àl'époque, avant les travaux ré
ents de Badules
u). Le prin
ipe est que les 
om-posantes lo
ales ne di�èrent qu'en les pla
es rami�ées où elles se 
orrespondentvia la 
orrespondan
e de Jaquet-Langlands lo
ale. On a don
 Π∞,o ≃ Π
∞,o.De plus, on peut supposer (d'après Henniart) que Π et Π sont de multipli
itéun forte.La suite spe
trale de Ho
hs
hild-Serre

Ei,j
2 = ExtiGLd(Fo)−lisse(U2(d−1)−j,†

c,Dr (d− 1),A∞
D

) =⇒ H i+j
oest D×(A∞)×WFo-équivariante (on rappelle que l'a
tion de GLd(Fo) sur U ·,†

c,Drest 
elle de Drinfeld 
omposée ave
 g 7→ tg−1). De plus, les Ei,j
2 sont admissiblesen tant que représentations de D×(A∞)×WFo (
'est une 
onséquen
e du faitdéjà 
ité que les groupes de 
ohomologie à support des revêtements de Drinfeldsont de type �ni).Prendre la 
omposante Π∞,o-isotypique dans la suite spe
trale a alors un sens etl'on utilise le fait suivant : Ei,j

2 (Π∞,o) = ExtiGLd(Fo)−lisse(U2(d−1)−j
c,Dr (d−1), π∨) =

0 
ar π est super
uspidale (on a également utilisé la multipli
ité forte de Π),d'où
(1) := E0,j

2 (Π∞,o) ≃ Hj
o(Π∞,o) =: (2).Or

(1) = HomGLd(Fo)(U
2(d−1)−j
c,Dr (d− 1), π∨) = HomGLd(Fo)(π

∨,U
2(d−1)−j
c,Dr (d− 1))∗et

(2) =

{
0 si j 6= d− 1

JL(π)⊗ L(π)(1−d
2 ) si j = d− 1d'après Laumon-Rapoport-Stuhler. Cela démontre la 
onje
ture de Drinfeld-Carayol.6.2.2. Le 
�té Lubin-Tate. � La 
lef réside dans le fait suivant : les strates nonsuper
uspidales (h < d) sont �géométriquement induites�, au sens où il existeun sous-s
héma fermé Eℓℓ=h

I,so,1 de Eℓℓ=h
I,so

stable sous un parabolique Ph(Fo) de
GLd(Fo) et tel que Eℓℓ=h

I,so
= Eℓℓ=h

I,so,1×Ph(Oo/̟n
o )GLd(Oo/̟

n
o ) où n = multo(I).En terme de représentations, il en résulte que la partie super
uspidale de la
ohomologie se 
al
ule aux points supersinguliers : notant EℓℓI,s̄o = EℓℓI,so ⊗

k(o), la partie super
uspidale de la suite spe
trale de strati�
ation
Ep,q

1 = Hp+q
c (Eℓℓ=d−p

I,s̄o
,Rj ΨηoQℓ) =⇒ Hp+q

c (EℓℓI,s̄o,R
j ΨηoQℓ)25



dégénère, et fournit des isomorphismes
Hq

c(Eℓℓ
=d
I,s̄o

,Rj ΨηoQℓ)super
usp. ≃ Hq
c(Eℓℓ

=d
I,s̄o

,Rj ΨηoQℓ)super
usp.Soit don
 π une représentation super
uspidale de GLd(Fo). Comme pré
édem-ment, on 
hoisit une représentation automorphe Π̃ de GLd(A) telle que Π̃o = πet Π̃∞ = St∞. Puis on transfère aux groupes D× et D
×, les représentations au-tomophes Π et Π obtenues étant de multipli
ité un forte et telles que Πo = π,

Π∞ = St∞ et Πo = JL(π), Π∞ = 1∞. (On rappelle que l'algèbre à divi-sion d'invariant 1/d est Do.) D'après la dis
ussion pré
édente, la 
omposante
Π∞,o ≃ Π

∞,o-isoypique est telle que
Hq

c(Eℓℓ
=d
I,s̄o

,Rj ΨηoQℓ)(Π
∞,o) ≃ Hq

c(EℓℓI,s̄o,R
j ΨηoQℓ)(Π

∞,o).En parti
ulier, 
es groupes de 
ohomologie sont nuls sauf pour q = 0 
ar Eℓℓ=d
I,s̄oest de dimension zéro. Cela montre que la partie Π∞,o-isotypique de la suitespe
trale des 
y
les évanes
ents dégénère, d'où un isomorphisme

(1) := E0,j
2 (Π∞,o) ≃ Hj

o(Π∞,o) =: (2).Or
(1) = Hom

D
×

o
(Ǎ∞

D
, Ũ j

LT )(Π∞,o) = Hom
D

×

o
(JL(π∨), Ũ j

LT )d'après la proposition 5.2 et
(2) =

{
0 si j 6= d− 1

π ⊗ L(π)(1−d
2 ) si j = d− 1d'après Laumon-Rapoport-Stuhler. On obtient le résultat annon
é, sous réserveque la modi�
ation de l'a
tion se traduise bien par une 
ontragrédiente pourl'a
tion de GLd(Fo)×D

×
o . La 
onje
ture de Deligne-Carayol est démontrée.Remarque 10. � Par rapport à [14℄, Boyer tient 
ompte dans [13℄ de 
ettemodi�
ation de l'a
tion.6.3. Preuve du théorème 8. � Avant de détailler un peu les travauxré
ents de Boyer, expliquons 
omment le théorème 8 se déduit du résultatlo
al prin
ipal de [13℄, [16℄ et [15℄, à savoir le :Théorème 9 (Boyer, 
f. [15℄ 2.3.5 ; voir également [13℄ IV.4.0.22)Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irrédu
tible 
uspidale πde GLg(K), on a

Ud−1−i
LT (JL(Sts(π

∨))) ≃

{
L(π∨)(−d+s−2(i+1)

2 )⊗ [
←−−−−−
s− i− 1,

−→
i ]π 0 ≤ i < s

0 i < 026



où [
←−−−−−
s − i− 1,

−→
i ]π est l'unique sous-espa
e irrédu
tible de l'induite Sts−i(π)

−→
×Spehi(π).Comme la 
atégorie des représentations lisses de D× est essentiellement semi-simple, on peut é
rire

U i
c,LT ,χ =

⊕

ρ,χρ=χ

U i
c,LT ,χ(ρ)⊗ ρ.En utilisant la dualité de Poin
aré, on obtient

U i
c,LT (ρ) = HomD×(ρ,U i

c,LT ) ≃ HomD×(ρ,
(
U

2(d−1)−i
LT

)∗
(1− d))

≃HomD×(U
2(d−1)−i
LT , ρ∨)(1− d)

≃HomD×(ρ∨,U
2(d−1)−i
LT )∗(1− d)En résumé, Ud−1+i

c,LT (ρ) ≃
(
Ud−1−i
LT )(ρ∨)

)∗
(1−d) (isomorphisme GLd(K)×WK-équivariant). Cela permet de retrans
rire le résultat de Boyer en termede 
ohomologie ave
 support, sa
hant que la duale de [

←−−−−−
s− i− 1,

−→
i ]π est

[
−→
i ,
←−−−−−
s− i− 1]π∨ . Or [

−→
i ,
←−−−−−
s− i− 1]π est l'unique sous-module irrédu
tible de

Spehi(π)
−→
×Sts−i(π) = Spehi(π)| |

i−s
2 × Sts−i(π)| |

i
2 que l'on a noté Si,s(π)dans l'énon
é du théorème 8.7. Cal
ul de la 
ohomologie non super
uspidaleNous poursuivons ave
 les mêmes notations que la preuve du théorème deDeligne-Carayol, toujours en égale 
ara
téristique. Le but de 
e paragrapheest d'exposer les grandes lignes de la preuve du théorème 9 donnée par Boyerdans [13℄.La première étape 
onsiste à transposer les résultats de Harris et Taylor ([46℄)au 
as des 
orps de fon
tions, jusqu'au 
al
ul de la représentation virtuellelo
ale dont la 
omposante JL(Sts(π))-isotypique s'exprimera :(1) d−1∑

i=0

(−1)i[Ũd−1−i
LT ,d (Sts(π))] =

s−1∑

i=0

(−1)i[Si,s(π)⊗ L(π)(−
d + s− 2(i + 1)

2
)]dans le groupe de Grothendie
k. Pour 
ela, on développe la géométrie a�n de�déméler� les strates : 
'est le r�le des variétés d'Igusa de première et se
ondeespè
e qui rigidi�ent respe
tivement la partie étale et 
onnexe du Oo-module

̟o-divisible Gro(E) asso
ié au D-fais
eau elliptique E .On rappelle que la strate Eℓℓ=h
I,so

est géométriquement induite : Eℓℓ=h
I,so

=

Eℓℓ=h
I,so,1 ×Ph(Oo/̟n

o ) GLd(Oo/̟
n
o ) où Ph(Fo) désigne un parabolique de

GLd(Fo) 
omprenant deux blo
s diagonaux de tailles h et d − h. Notant27



n = multo(I), 
ette des
ription provient de la stru
ture de niveau deDrinfeld η : (̟−n
o Oo/Oo)

d → Gro[̟
n
o ] : 
omme Gro[̟

n
o ] est isomorpheà (̟−n

o Oo/Oo)
d−h, le noyau de η est un fa
teur dire
t a de rang h dans

(̟−n
o Oo/Oo)

d. On obtient des sous-s
hémas fermés Eℓℓ=h
I,so,a et Ph opère sur

Eℓℓ=h
I,so,1.Les variétés d'Igusa de première espè
e 
lassi�ent les stru
tures de niveau par-tielles ηét : (̟−n

o Oo/Oo)
d−h ∼

→ Gréto [̟n
o ]. Cela dé�nit un revêtement étalegaloisien I=h

Io,n → Eℓℓ
=h
I,so

de groupe GLd−h(Oo/̟
n
oOo). Or on peut démontrerque l'extension 1 → Gréto → Gro → Grc

o → 1 est s
indée modulo ̟n
o aprèstorsion par la puissan
e Frobdh

o du Frobenius. Cela permet d'envoyer I=h
Io,n dans

Eℓℓ=h
I,so,a, où la stru
ture de niveau η se dé
ompose en ηét : (̟−n

o Oo/Oo)
d/a→

Gréto [̟n
o ] et ηc : a→ Grc

o[̟
n
o ], de sorte que le diagramme suivant est 
ommu-tatif
I=h

Io,n

gn,a
//

��

Eℓℓ=h
I,so,a

��

Eℓℓ=h
I,so

Frobdh
o // Eℓℓ=h

I,soet gn,a est une bije
tion sur le s
héma réduit Eℓℓ=h
I,so,a,red au niveau des pointsgéométriques. Les variétés I=h

Io,n 
onstituent un système proje
tif ave
 des mor-phismes de transition (dé�nis de sorte que les diagrammes pré
édents 
om-mutent) I=h
Io,n

Frob
(n−n′)h
o // I=h

Io,n′ , et sont munies d'une a
tion par 
orrespon-dan
es de GLd−h(Fo).On introduit ensuite des variantes formelles : en prenant le 
omplété for-mel le long de la strate Eℓℓ=h
I,so

, on obtient des extensions formelles étales
ÎIo,=h,n → ÊℓℓIo,=h, de �bre spé
iale I=h

Io,n → Eℓℓ=h
I,so

, 
lassi�ant les stru
-tures de niveau partielles ηét au-dessus de ÊℓℓIo,=h. On dé�nit alors le s
hémaformel ÎIo,=h,n(t) 
lassi�ant les stru
tures de niveau (de Drinfeld) partielles ηc :

(̟−n
o Oo/Oo)

t → Grc
o[̟

n
o ]. Il s'agit d'un revêtement très rami�é de ÎIo,=h,n.Puis on étend le morphisme gn,a en un morphisme ĝn,a : ÎIo,=h,n(n)→ ÊℓℓI,=h,afaisant 
ommuter le diagramme pré
édent (étendu aux 
omplétés). Pour desraisons de dimension, ĝn,a est un isomorphisme. On dé�nit ensuite l'a
tionpar 
orrespondan
es de GLd−h(Fo)×GLh(Fo) sur la tour (ÎIo,=h,n)n, de façon
ompatible à l'a
tion sur I=h

Io,n et aux morphismes ĝn,a.En un point géométrique z̄o de I=h
Io,n, la �bre de ÎIo,=h,n(t) s'identi�e à l'es-pa
e des déformations de (Gro)z̄o muni d'une stru
ture ηc partielle de niveau28



t. Le 
hoix d'un isomorphisme (Grc
o)z̄o ≃ Φh induit un isomorphisme entre

(ÎIo,=h,n(t))z̄o et Spf Defht ≃ M̂
h,[0]
LT ,t. Cependant, le groupe Grc

o n'est pas
onstant sur le système proje
tif des I=h
Io,n, si bien qu'un tel isomorphismen'existe pas globalement. C'est pourquoi l'on introduit les variétés d'Igusa dese
onde espè
e.Il s'agit de revêtements étales galoisiens J =h

Io,n(s) → I=h
Io,n ⊗ k(o) de groupe

(ODh
/̟sODh

)× obtenus par des rigidi�
ations Grc
o[̟

s] ≃ Φh[̟s]. Par le sys-tème proje
tif J=h
Io,n(∞) de groupe O×

Dh
, on asso
ie à toute représentation ad-missible τ de O×

Dh
un système lo
al F(τ), 
'est-à-dire un Qℓ-fais
eau lisseobtenu 
omme quotient du fais
eau 
onstant de �bre τ par l'a
tion de O×

Dh
.Par ailleurs, la (double) tour (J =h

Io,n(s))n,s est munie d'une a
tion par 
orres-pondan
es de (GLh(Fo)×D×
h ×WFo)

1 ×GLd−h(Fo).Ave
 les notations du paragraphe 5.2, on 
onsidère les 
y
les évanes
ents
RΨηoQℓ asso
iés à EℓℓI (où n = multo(I)) ainsi que les 
y
les évanes
entsformels RΨformQℓ asso
iés à Defh

n. On pose Ψi
h,n = H0(Ri ΨformQℓ), sur lequelagit (GLh(Fo) × D×

h ×WFo)
1, et U i

h,n = Ind
GLh(Fo)×D×

h
×WFo

(GLh(Fo)×D×

h
×WFo)1

Ψi
h,n, de sorteque la représentation lo
ale fondamentale est U i

LT ,h = lim−→n
U i

h,n.On s'intéresse à F(Ψi
h,n). D'après 
e qui pré
ède, la restri
tion à Eℓℓ=h

I,s̄o,1 de
Ri ΨηoQℓ 
oïn
ide ave
 les fais
eaux évanes
ents asso
iés à ÎIo,=h,n(n) (via
ĝn,1), que nous noterons Ψ′i

h,n. En un point géométrique z̄o de I=h
Io,n ⊗ k(o) ona don
 un isomorphisme de �bres

(Ri ΨηoQℓ)z̄o ≃ (Ψ′i
h,n)z̄o ≃ (F(Ψi

h,n))z̄o .En e�et, un point de (Ψ′i
h,n)z̄o étant donné, il 
orrespond à tout oùn z̄o(∞) de

z̄o dans J=h
Io,n(∞) la donnée d'un isomorphisme Grc

o ≃ Φh, don
 d'un isomor-phisme (Ψ′i
h,n)z̄o ≃ (Ψi

h,n))z̄o (via (ÎIo,=h,n(n))z̄o ≃ Defh
n), d'où �nalement unpoint de (Ψi

h,n)z̄o , et 
e
i de façon 
ompatible à l'a
tion de O×
Dh

. D'après unrésultat de Bekovi
h (voir l'appendi
e de [46℄), on a en fait un isomorphismede fais
eaux Ri ΨηoQℓ|Eℓℓ=h
I,s̄o,1

≃ F(Ψi
h,n).Dé
omposant l'a
tion de O×

Dh
sur Ψi

h,n en 
omposantes isotypiques, on obtientune dé
omposition du fais
eau F(Ψi
h,n) =

⊕
τ F(τ)⊗Ψi

h,n(τ), d'où �nalementdes isomorphismes(2) lim−→
I 6∋∞

Hj
c(Eℓℓ

=h
I,s̄o,1,R

i ΨQℓ)
h ≃

⊕

τ

( lim−→
I 6∋∞

Hj
c(Eℓℓ

=h
I,s̄o,1,Fτ )⊗ Ũ i

LT ,h(τ))
h
eτ29



où la somme porte sur les 
lasses d'équivalen
e inertielle de représenta-tions admissibles irrédu
tibles de D×
h . On a utilisé la ré
ipro
ité de Fro-benius HomD×

h
(τ,U i

h,n) = HomO×

Dh

(τ |O×

Dh

,Ψi
h,n) pour faire apparaêtre

U i
LT ,h. La formulation un peu 
ompliquée provient du fait que la restri
-tion τ |O×

Dh

se dé
ompose a priori en un nombre �ni eτ (divisant h) de
omposantes irrédu
tibles ρi et ρj 
oïn
ide ave
 ρi sur O×
Dh

si et seulementsi ρj = ρi ◦ ξ ◦ v ◦ Nrd pour un 
ara
tère ξ : Z → Q
×
ℓ (équivalen
e iner-tielle). Bien que nous n'ayons pas suivi les a
tions, 
es isomorphismes sontéquivariants pour l'a
tion de D×(A∞,o) × GLh(Fo) × GLd−h(Fo) × WFo .Pré
isons que lim−→I 6∋∞

Hj
c(Eℓℓ

=h
I,s̄o,1,F(τ)) est vue 
omme une représentationde D×(A∞,o)×GLd−h(Fo)× Z via le quotient (GLh(Fo)×D×

h ×WFo)
0/O×

Dhisomorphe à Z. Un élément (g∞,o, gc
o, g

ét
o , σo) appartenant au grand groupe 
i-dessus agit alors via (g∞,o, géto ,−v(det gc
o)− v(cl(σo)))⊗ (gc

o, σo) sur le produittensoriel du se
ond membre de (2). Pour être exa
t, il faut également modi�erl'a
tion de GLd(Fo) sur la représentation lo
ale fondamentale, 
e qui est ma-térialisé 
omme d'habitude par la notation Ũ i
LT ,h. C'est pour 
ela égalementqu'apparaît le groupe (GLh(Fo)×D×

h ×WFo)
0 et non (GLh(Fo)×D×

h ×WFo)
1.On 
onsidère maintenant la représentation virtuelle globale

H∗
o =

2d−2∑

i=0

(−1)d−1−i lim
−→
I 6∋∞

Hi(EℓℓI ⊗ F o, Qℓ).D'après la suite spe
trale des 
y
les évanes
ents et 
elle de strati�
ation, nousavons(3) H∗
o =

d−1∑

j=0

d∑

h=1

(−1)j lim
−→
I 6∋∞

H∗
c(Eℓℓ

=h
I,s̄o

, RjΨηoQℓ).Sa
hant que
H∗

c(Eℓℓ
=h
I,s̄o

,Rj ΨηoQℓ) = Ind
GLd(Fo)
Ph(Fo) H∗

c(Eℓℓ
=h
I,s̄o,1,R

j ΨηoQℓ)(égalité qui 
ommute à la limite sur I), on peut utiliser l'isomorphisme (2).Soit don
 s un diviseur de d, πo une représentation super
uspidale de GL d
s
(Fo)et Π une représentation automorphe (de multipli
ité un forte) de D×(A) telleque Π∞ = St∞ et Πo = Sts(πo). On prend d'autre part τ = JL(Sts(πo)).La 
omposante Π∞,o-isotypique de H∗

o a déjà été 
al
ulée dans [54℄ : on trouve
Πo⊗L(Πo). La démar
he est 
lassique : on 
ompte par la formule des tra
es deLefs
hetz les points �xes sous l'a
tion d'une 
orrespondan
e de He
ke tordue30



par une puissan
e assez grande de Frobenius, puis transfert les intégrales orbi-tales obtenues a�n de re
onnaître le 
�é géométrique de la formule des tra
esde Selberg.Boyer adapte alors 
es méthodes pour 
al
uler la 
omposante Π∞,o-isotypiquede H∗
h,τ =

∑2d−2h
i=0 (−1)d−h−i lim

−→I 6∋∞
Hj

c(Eℓℓ
=h
I,s̄o,1,Fτ ), les fon
tions de transfertétant fournies par Harris et Taylor. Si V désigne l'espa
e de la représentation τet s un entier su�samment grand pour que τ soit trivial sur 1 + ̟s

oODh
, alors

Hj
c(Eℓℓ

=h
I,s̄o,1,Fτ ) ≃ Hj

c(J
=h
Io,n(s), Qℓ)⊗V (ODh

/̟s
oODh

)× . On applique les formulesdes tra
es, après avoir obtenu une des
ription adélique de J=h
Io,n(s)(k(o)).En�n, on inje
te le résultat dans l'égalité (3). Il en résulte une formule deré
urren
e qui permet de démontrer le résultat annon
é (1), moyennant le
al
ul d'une induite parabolique, qui fait justement apparaître les Si,s(πo).Il s'agit maintenant de montrer qu'au
une annulation ne se produit dans l'éga-lité (1) : 
'est là que réside la 
ontribution originale de Boyer, au sens oùl'on a essentiellement jusqu'à présent traduit dans le language des variétés deLaumon-Rapoport-Stuhler les résultats de Harris et Taylor.C'est un travail très déli
at, te
hnique et 
al
ulatoire. Essayons, autant quefaire se peut, d'en mettre en avant la portée 
on
eptuelle et les ingrédients.Le 
ontexte 
atégoriel est 
elui des WFo-fais
eaux pervers de He
ke, dont lesobjets sont des tours (FI)I∈I de Qℓ-fais
eaux pervers (voir [3℄ où 
es dernierssont dé�nis 
omme le 
oeur de la 
atégorie triangulée munie de la t-stru
turede perversité(1)) FI munies d'une a
tion de D×(A∞)×WFo par les 
orrespon-dan
es de He
ke, l'a
tion de l'inertie étant supposée potentiellement unipotentesur 
haque FI . C'est une 
atégorie abélienne, munie des fon
teurs usuels (jI,!,

RjI,∗, jI,!∗ = Im(jI,! → RjI,∗) et des versions perverses pj∗I = pj!
I pour touteimmersion ouverte a�ne jI : UI →֒ XI , et
.) et de la dualité de Verdier. Onutilisera le yoga habituel sur les fais
eaux pervers : par exemple, pour tout i,

hiFI a un support de dimension inférieure ou égale à −i. Le fon
teur j!∗ (ex-tension intermédiaire) est parti
ulièrement important 
ar il permet de dé�nirles 
onstituants simples de FI : un tel fais
eau pervers se dévisse en fais
eauxpervers simples j!∗LI asso
iés à des systèmes lo
aux LI sur des ouverts UI .L'exemple typique qui nous 
on
erne est le 
omplexe ΨI = RΨηoQℓ[d−1](d−1
2 )des 
y
les évanes
ents globaux sur le s
héma de He
ke X = EℓℓI,s̄o (après dé-
alage et torsion). La strati�
ation par les s
hémas lo
alement fermés X=h =

(1)Les fais
eaux pervers n'etant ni des fais
eaux, ni pervers, la terminologie requiert uneexpli
ation. [3℄ p. 10 31



Eℓℓ=s
I,s̄o

qui partitionnent X s'exprime 
omme une suite d'in
lusions X≥d ⊂

. . . ⊂ X≥1 = X où X≥h désigne l'adhéren
e s
hématique de X=h. On note ihet j≥h les in
lusions respe
tives X≥h →֒ X et X=h →֒ X≥h. Par perversité,l'image de ΨI dans le groupe de Grothendie
k des fais
eaux pervers est dé-terminée par 
elle de ∑
i(−1)i[RiΨI |X=h ] dans le groupe de Grothendie
k desfais
eaux lo
alement 
onstants. Or l'isomorphisme (2) peut se réé
rire 
ommeun isomorphisme D×(A∞)×WFo-équivariant(4) (Ri ΨI |X=h)h ≃

⊕

τ

(F(τ)I ⊗ Ũ i
LT ,h(τ))

h
eτ ,où l'on note en
ore F(τ) le système lo
al F(τ) ×Ph(Oo/̟n
o Oo) GLd(Oo/̟

n
oOo)sur X=h induit à partir de F(τ) sur Eℓℓ=h

I,s̄o,1 (on a posé multo(I) = n).Cela 
onduit à dé�nir les Wo-fais
eaux pervers de He
ke sur X=sg
I , que Boyernote HT (πo,Πs), asso
iés à une représentation super
uspidale πo de GLg(Fo)et une représentation Πs de GLsg(Fo), pour 1 ≤ g ≤ d et 1 ≤ s ≤ sg où

sg = ⌊dg ⌋, par la formule
HT (πo,Πs) = F(JL(Sts(πo)))(

d − sg

2
)⊗Πs[d− sg],où l'a
tion du Levi GLsg(Fo) × GLd−sg(Fo) (le radi
al unipotent agit trivia-lement) est donnée par 
elle sur F(JL(Sts(πo))) et l'a
tion de GLsg(Fo) sur

Πs, le groupe de Weil agissant via son quotient Z sur F(JL(Sts(πo))) de façontordue par le 
ara
tère (d−sg
2 ). En parti
ulier, on prend Πs = Sts(πo) et dé�nitles Wo-fais
eaux pervers de He
ke sur X≥h

P(s, πo) = j≥sg
I,!∗HT (πo, Sts(πo)⊗ L(πo).(
e sont bien des fais
eaux pervers 
ar j≥h est une immersion a�ne).Pour F un Wo-fais
eau pervers, Boyer note Fπo la partie πo-isotypique, 
'est-à-dire la 
omposante L(πo)|Io-isotypique de F . Ave
 
es notations et les re-marques pré
édentes, on a l'égalité suivante dans le groupe de Grothendie
k(5) eπo [ΨI,πo] =

sg∑

s=1

s−1∑

i=0

(−1)i[j≥sg
I,! HT (πo, Si,s(πo))⊗ L(πo)(−

s− 2i− 1

2
)]en vertu de (4) et (1), où eπo désigne le 
ardinal de la 
lasse d'équivalen
einertielle de πo. 32



Partant de 
ette égalité, une partie du travail est de démontrer le résultat pluspré
is suivant :(6) eπo [ΨI,πo] =

sg−1∑

s=1−sg

∑

|s|<t≤sg

t≡s−1 mod 2

[P(t, πo)(−
s

2
)]Pour 
ela, on étudie la monodromie N , à laquelle est asso
iée la �ltration demonodromie (de longueur �nie) · · · ⊂ MiV ⊂ Mi+1V ⊂ · · · , où V désignel'espa
e de la représentation de WFo 
onsidérée, 
ara
térisée par le fait que

N(MiV ) ⊂Mi−2V et que N i induit un isomorphisme griV ≃ gr−iV au niveaudes gradués. Rappelons également qu'il existe une se
onde �ltration liée àl'a
tion de WFo (mais 
ette fois au Frobenius et non à l'inertie), la �ltration parles poids que nous noterons · · · ⊂WiV ⊂Wi+1V ⊂ · · · , introduite par Deligneet 
ara
térisée par le fait que les gradués grW
i sont de poids i, 
'est-à-dire queles valeurs propre d'un relèvement du Frobenius géométrique agissant sur grW

isont des entiers algébriques de norme qi/2. La 
onje
ture de monodromie-poidsdit que Mi(H
j(XF o

, Qℓ) = Wi+j(H
j(XF o

, Qℓ)) si X est propre et lisse sur K.Elle est 
onnue en égale 
ara
téristique suite aux travaux de Deligne sur les
onje
tures de Weil. Si maintenant on 
onsidère le 
as du 
omplexe RΨQℓ des
y
les évanes
ents, l'a
tion de l'inertie dé�nit également un endomorphismenilpotent dans la 
atégorie des fais
eaux pervers, d'où un objet �ltré dansla 
atégorie dérivée des fais
eaux sur la �bre spé
iale. Notant grk les graduésasso
iés à ΨI , et grk,πo
leur partie πo-isotypique, on dispose de suites spe
trales

D×(A∞)-équivariantes(7) Ei,j
1,gr,glob,πo

= hi+jgr−i,πo =⇒ Ri+j+d−1 Ψπo.Le théorème de monodromie-poids dit dans 
e 
ontexte que gri,πo est pur depoids i. Il en résulte dire
tement, 
ompte-tenu de (6) et du fait que les P(t, πo)sont purs de poids zéro, l'égalité(8) eπogri,πo =
⊕

|i|<t≤sg

t≡i−1 mod 2

P(i, πo)(−
i

2
).Si z̄o désigne un point géométrique de la �bre spé
iale, la �bre z̄∗oΨI est munied'une a
tion de N mais n'est pas a priori un fais
eau pervers. Le 
omplexe des
y
les évanes
ents formels RΨformQℓ l'est par 
ontre, et Fargues étend dansl'appendi
e [38℄ l'isomorphisme z̄∗oΨI ≃ RΨformQℓ à la �ltration de monodro-mie : on a des isomorphismes z̄∗ogrk ≃ grformk , ainsi qu'au niveau des termesdes suites spe
trales asso
iées. Or on a vu que si z̄o est un point géométrique33



de la strate Eℓℓ=h
I,s̄o

, alors RΨformQℓ 
al
ule la 
ohomologie de la tourM[0]
LT ,h.En posant grk,loc,h,πo

= Ind
GLh(Fo)×D×

h
×WFo

(GLh(Fo)×D×

h
×WFo)1

z̄∗ogrk,πo
, on a don
 une suitespe
trale de monodromie lo
ale(9) Ei,j

1,gr,loc,h,πo
= hi+jgr−i,loc,h,πo

=⇒
˜
U i+j+d−1
LT ,h,πo

(
d− 1

2
).On prend h = d = sg. Le théorème 8 dé
rivant la représentation lo
ale fonda-mentale de Deligne-Carayol résulte alors dire
tement du fait que la suite spe
-trale (7) dégénère en E2, don
 également la suite spe
trale lo
ale (9), 
ompte-tenu du résultat de Berkovi
h-Fargues énon
é plus haut. Pré
isément, le 
al
ulde Ei,j

2,gr,loc,d,πo
déduit de 
elui de Ei,j

2,gr,glob,πo
montre que les termes non nulssont de la forme Ei−s+1,s−1−2i

2,gr,loc,d,πo
≃ Si,s(πo)⊗ z̄∗oF(s, πo)⊗L(πo)(−

s(g+1)−2(i+1)
2 ),la représentation z̄∗oF(s, πo) de D×

d restant en
ore à déterminer (
ar F(s, πo)provient en fait de la restri
tion de JL(Sts(πo)) à O×
Dd

, et n'est don
 pas 
onnueentièrement a priori), 
e que l'on peut faire en travaillant dans le groupe deGrothendie
k, en 
omparant ave
 (1). Bien entendu, on trouve JL(Sts(πo)).Il reste à expliquer 
omment on démontre (6) à partir de (5) et 
ommenton 
al
ule les termes de la suite spe
trale de poids globale à partir de (8). Leprin
ipe est en
ore une ré
urren
e sur d : on suppose don
 
onnu le théorème 8,ainsi que l'expression des higrk,loc,h,πo
pour tout h < d, 
'est-à-dire les germesdes higrk,πo

en les points non supersinguliers.Expliquons, de manière vague, 
omment Boyer pro
ède. Il 
ommen
e par mon-trer que grk,πo
di�ère du résultat attendu (8), dans le groupe de Grothendie
k,d'une somme de fais
eaux pervers 
on
entrés en les points supersinguliers. Cesderniers sont des fais
eaux pervers pon
tuels déterminés 
omplètement par le

H0. S'en suivent des 
al
uls 
ohomologiques aboutissant, en 
orollaire, au 
al-
ul de 
ertains groupes lim−→I 6∋∞
H i

c(Eℓℓ
=h
I,s̄o

, RjΨI,πoQℓ), ou plus exa
tement deleur 
omposante Π∞,o-isotypique pour Π une représentation automorphe de
D×(A). Boyer montre ensuite que la 
onnaissan
e de la partie de poids mini-mal d− s = s(g − 1) des Ud−1−j

LT ,d (Sts(πo)) su�t à déterminer les termes de lasuite spe
trale de poids. L'examen de la partie Π∞,o-isotypique de la suite spe
-trale des 
y
les évanes
ents, pour Π telle que Π∞ = St∞ et Πo = Sts(πo) puis
Πo = Spehs(πo) permet alors de 
on
lure. On utilise pour 
ela, entre autres, lethéorème de Lefs
hetz di�
ile et un 
ontr�le obtenu sur la 
ontribution de lastrate supersingulière. En fait, on dé
ouvre que seule la strate supersingulière
ontribue en poids s(g − 1). On se retrouve don
 dans une situation similaireà 
elle du paragraphe 6.2.2 où les Ei,j

2 (Π∞,o) sont nuls sauf pour i = 0. Endé�nitive, Boyer réussit à exploiter à 
haque étape les résultats 
onnus sur la34




ohomologie des fais
eaux pervers et les groupes de 
ohomologie de 
es fais-
eaux, au niveau des diverses suites spe
trales en jeu, et à progresser ainsi dansun bon ordre dans des 
al
uls d'apparen
e inextri
ables !La ma
hinerie du 
�té des 
orps de nombres opère de la même manière ([16℄,[15℄). Le re
ours au théorème de monodromie-poids (qui n'est 
onnu qu'enégale 
ara
téristique), s'il a permis de simpli�er 
ertains passages de la preuvepré
édente, peut être 
ontourné, notamment grâ
e à la dualité de Verdier et àun argument de 
hangement de base dû à Harris. Par 
ontre, on l'obtient entant que 
orollaire, pour les variétés de Shimura en question. Signalons égale-ment que Boyer présente dans [16℄ une preuve simpli�ée grâ
e à une informa-tion supplémentaire sur la 
ohomologie de la représentation lo
ale U i fourniepar Fargues ([37℄) : en travaillant du 
�té de la tour de Drinfeld, on peutdémontrer un résultat de dualité (issue de la dualité de Poin
aré) faisant inter-venir l'involution de Zelevinsky entre 
omposantes orthogonales pour l'a
tionde GLd(K) (indexées par les 
lasses de 
onjugaison de sous-groupes de Levi,ou en
ore par le 
entre de Bernstein [10℄). Au 
ontraire, Boyer explique dans[15℄ 
omment s'en passer.
8. Réalisation 
ohomologique de la 
orrespondan
e de Langlandspour les représentations elliptiquesLe théorème 8 montre qu'interviennent dans la 
ohomologie des deux tours
ertaines représentations elliptiques de GLd(K) et que la 
orrespondan
ede Ja
quet-Langlands lo
ale (
onvenablement étendue, voir remarque 
i-dessous) est réalisée alors que la 
orrespondan
e de Langlands lo
ale ne l'estque pour les super
uspidales. En travaillant dans la 
atégorie dérivée des

Qℓ-représentations lisses de GLd(K) × D×
d , Dat 
onstruit un 
omplexe de
ohomologie RΓc((M

d)K , Qℓ) qui est plus ri
he au sens où d'une part il faitintervenir toutes les représentations elliptiques et d'autre part il réalise la 
or-respondan
e de Langlands (ou plus exa
tement 
elle de He
ke, 
'est-à-dire lavesion tordue 
ompatible aux automorphismes de C qui apparait dans lagéométrie). 35



Théorème 10 (Dat ; [23℄). � Pour toute représentation lisse irrédu
tible πde GLd(K) on aH(π) :=
⊕

i∈Z hi(RHomDb(GLd(K))(RΓc((M
d)K , Qℓ), π))

≃

{
JL(π)⊗ L(π)(d−1

2 ) si π est elliptique
0 sinonen tant que représentation de D×

d ×WK .Remarque 11. � 1. On rappelle que les représentations elliptiques (desupport la super
uspidale π0 de GLd/s(K) et profondeur s) sont lessous-quotients irrédu
tibles de l'induite π0| |
1−s
2 × · · · × π0| |

s−1
2 . Ellessont paramétrées par les di�érentes orientations du graphe de sommets

si = (π0| |
i−1+ 1−s

2 )1≤i≤s et d'arêtes (si, si+1) : par exemple, la représen-tation notée Si,s(π0) dans l'énon
é du théorème 8 
orrespond à
s1
• →

s2
• → . . .→

si
• →

si+1
• ← . . .←

ss
•Si I = {i1, . . . , ik} désigne l'ensemble (ordonné par ordre 
roissant) desindi
es des sommets où l'orientation de l'arête (si, si+1) est de gau
he àdroite, la représentation obtenue, notée SI

s (π0), est l'unique sous-moduleirrédu
tible de l'induite Stn0(π0)| |
i0+

n0−s

2 × · · · × Stnk
(π0)| |

ik+
nk−s

2 , où
nj = ij+1 − ij (0 ≤ j ≤ k ; on a posé i0 = 0 et ik+1 = s). En parti-
ulier, Si,s(π0) = SI

s (π0) ave
 I = {1, . . . , i}. La représentation de WK
orrespondante est L(SI
s (π0)) = Spn0(σ0)(i0 + n0−s

2 )⊕· · ·⊕Spnk
(σ0)(ik +

nk−s
2 ) où σ0 = L(π0) et la représentation spé
iale (généralisée normali-sée) Spn(σ0) est σ0(

1−n
2 )⊕· · · ⊕σ0(

n−1
2 ), la monodromie agissant par unblo
 de Jordan de taille n. Ce sont les sous-modules indé
omposables de

L(SI
s (π0)).2. L'inverse de la 
orrespondan
e de Ja
quet-Langlands induit une inje
tion

R(D×
d ) →֒ R(GLd(K)) au niveau des groupes de Grothendie
k des repré-sentations de longueur �nie. On montre que 
ette appli
ation induit a sontour un isomorphisme R(D×

d )
∼
→ R(GLd(K)) sur le quotient R(GLd(K))de R(GLd(K)) par les 
ombinaisons linéaires d'induites paraboliques.Cela permet de prolonger la 
orrespondan
e de Ja
quet-Langlands enun morphisme JL : R(GLd(K)) → R(D×

d ) et seules les représentationselliptiques ont une image non nulle. Ave
 les notations pré
édentes, on a
[SI

s (π0))] = [Sts(π0)] au signe près.36



3. Md désigne au 
hoix Md
LT ou Md,†

Dr qui ont même 
ohomologie d'aprèsle théorème de Faltings-Fargues (on rappelle que † désigne l'involution
g 7→ tg−1 de GLd(K)).4. Le support de la somme dire
te est �ni : pré
isément, ave
 les notationsde la première remarque, on a

H(SI
s (π0)) ≃

k⊕

j=0

(
JL(Sts(π0))⊗ Spnj

(L(π0))(ij +
nj − 1

2
+

d− s

2
)

)
[s−k−1+2j]en tant que représentation graduée de D×

d ×WK . La beauté du résultatest qu'en dé�nitive les 
ontributions des di�érents degrés 
ohomologiquess'assemblent parfaitement !L'é
riture de la suite spe
trale de Ho
hs
hild-Serre (
f. paragraphe 5.1) adéjà fait intervenir un 
omplexe 
ohomologique dans la 
atégorie dérivée des
GLd(K)-modules lisses, 
onstruit à l'aide d'un re
ouvrement de �e
k deMd

Dr,npar des ouverts distingués, de nerf l'immeuble de PGLd(K) ([47℄ 10.2.2). On asignalé que 
ette suite spe
trale a été généralisée par Fargues, qui s'est inspiréed'idées de Jannsen et Huber a�n de traiter des 
as où une telle stru
ture sim-pli
iale n'est pas disponible ([35℄ 
hap. 4). C'est 
e travail qu'adapte Dat pour
onstruire RΓc. La 
onstru
tion possède de bonnes propriétés de fon
torialitéet peut s'appliquer aussi bien àMd
Dr,n queMd

LT ,n. On passe ensuite à la limiteindu
tive sur n.Dat 
ommen
e par traiter le 
as de la base de la tour, du 
�té Drinfeld :en d'autres termes, il 
al
ule ⊕
i∈Z hi(RHomDb(GLd(K))(RΓc((Ω

d)K , Qℓ), π))dans un premier arti
le ([22℄). Il s'inspire pour 
ela du travail de S
hnei-der et Stuhler, dont le formalisme a permis de 
al
uler (entre autres) la
ohomologie sans support des Ωd (la 
ohomologie ave
 support ne véri�epar 
ontre pas les axiomes de [65℄). Le 
al
ul des Hi
c et de leurs exten-sions mutuelles permet de montrer que le 
omplexe RΓc est s
indé : on a

RΓc((Ω
d)K , Qℓ) ≃

⊕
i H

i
c(Ω

d)K , Qℓ)[−i] dans Db(GLd(K)). Un tel s
indageinduit un isomorphisme entre l'algèbre d'endomorphismes EndDb(GLd(K)) RΓcet ⊕
i≤j Extj−i

GLd(K)(H
d−1+j
c ,Hd−1+i

c ) muni du 
up-produit, que l'on peut 
al-
uler. On obtient une algèbre de matri
es triangulaires supérieures et il s'agitd'identi�er l'a
tion du groupe de Weil WK . D'une part, Dat montre que pourtout relèvement F̃ r du Frobenius il existe un unique s
indage F̃ r-équivariant.D'autre part, il étudie l'a
tion du sous-groupe d'inertie IK à travers l'opérateur
N de monodromie (après avoir véri�é que 
ette a
tion est bien 
ontinue). Onest ramené à démontrer que N est d'ordre de nilpoten
e d : pour 
ela, Dat37



utilise les 
y
les évanes
ents asso
iés à un quotient Ω̂d/Γ par un sous-groupe
Γ de PGLd(K) 
o-
ompa
t assez petit (le quotient est alors algébrisable), surlequel on sait expli
iter l'a
tion de N .Pour le 
as de la tour entière se posent di�érents problèmes : a�n de suivre lamême démar
he, il faut d'une part 
onnaître la 
ohomologie des revêtements.Dat utilise pour 
ela le résultat de Boyer (théorème 8). D'autre part, le 
ontr�lede la nilpoten
e de N passe par un modèle formel des revêtements Σd

n : or ona déjà fait remarquer qu'on ne sait pas dé�nir dans 
e 
ontexte une stru
turede niveau de Drinfeld. En dé�nitive, 
'est du 
�té de la tour de Lubin-Tateque Dat va ÷uvrer, le résultat se transférant ensuite par l'isomorphisme deFaltings-Fargues (que Fargues a également rédigé, à la demande de Dat, enterme d'égalités dans la 
atégorie dérivée).On 
onsidère don
 la 
omposante ρ-isotypique RΓc(ρ), on montre qu'elle ests
indable dans Db(GLd(K)) et on suit à peu près le même programme. Pourdémontrer que N est d'ordre de nilpoten
e s lorsque ρ = JL(SI
s (π0)), Dat est
ontraint de re
ourir à une des
ription �ne de la géométrie de la variété globale,à travers la �bre z∗ RΨQℓ du 
omplexe des 
y
les évanes
ents (voir paragraphe7) en un point supersingulier, �bre qui 
onstitue un GLd(K)-module gradué(ave
 a
tion de WK) tel que

z∗ RΨQℓ ≃
⊕

i

Hi(M
d,[0]
LT , Qℓ)[d− 1− i].Il �relève� z∗ RΨQℓ en un objet z∗éq RΨQℓ ≃ RΓ(M

d,[0]
LT , Qℓ)[d − 1] dans

Db(GLd(K)) et 
on
lut à l'aide de la �ltration de monodromie déterminée parBoyer qui fournira le résultat de non annulation. Plus exa
tement, Dat utilisela bi-�ltration (par les noyaux et les images de N) qui possède la propriété mi-ri�que qu'un bigradué est 
on
entré en un seul degré 
ohomologique, de sortequ'il est déteminé dans la 
atégorie dérivée par sa 
ohomologie (
ela 
onduiraBoyer à utiliser également la bi�ltration dans les dernires versions de sonarti
le [13℄). En dé�nitive, il s'agit d'un travail très élaboré (Dat développele formalisme 
atégoriel des fais
eaux pervers de He
ke pour 
onstruire lefon
teur z∗éq et justi�er les déli
ats passages à la limite) qui ra�ne et 
omplèteles résultats de Boyer. 9. Perspe
tivesMi
hael Harris a énon
é dans ses exposés à ICM 2000 ([43℄ ; voir également[45℄ �8) et ICM 2002 ([44℄) de nombreuses 
onje
tures (
ertaines sont dues à38



Kottwitz et Rapoport) qui s'apparentent à des généralisations et avatars de la
onje
ture de Deligne-Drinfeld-Carayol.Il s'agit d'une part, dans la veine de l'arti
le [46℄ et en utilisant des te
h-niques rigides-analytiques, de 
onstruire des strati�
ations pour des variétésde Shimura plus générales (de type PEL) et d'étudier les 
y
les évanes
ents,les modèle s lo
aux étant fournis par les espa
es de Rapoport-Zink ([60℄) quifont intervenir des paires de groupes (G,J), l'un étant une forme intérieure del'autre. Ce programme a été réalisé en partie par Fargues ([35℄) et donne la
lassi�
ation attendue des séries dis
rètes des deux groupes par le paramêtre deLanglands (paramétrisation en
ore 
onje
turale dans le 
as général), les deux
L-paquets étant reliés par une 
orrespondan
e de type Ja
quet-Langlands. Undes problèmes est que l'on ne sait pas dé�nir les généralisations des stru
turesde niveau de Drinfeld né
essaires a�n de �déméler� les strates (di�
ulté qu'àdû 
ontourner Fargues en introduisant une formule des tra
es de Lefs
hetzrigide-analytique). C�té 
orps de fon
tions, la théorie des G-fais
eaux ellip-tiques ou G-
htou
as est en
ore à élaborer, pour d'autres groupes que GLd,et 
omprendra son 
ortège de résultats d'uniformisation, les modèle s lo
auxétant également à inventer...D'autre part, on peut 
onsidérer la 
orrespondan
e de Langlands modulo ℓ(Vignéras) et réaliser géométriquement 
es 
orrespondan
es (
'était d'ailleursla motivation initiale de Dat : mieux 
omprendre 
ette 
orrespondan
e pourles séries dis
rètes). Ou bien en
ore le 
as ℓ = p (travaux de Breuil) qui o�reun 
hamps d'investigation essentiellement vierge...Signalons en�n que Faltings a ré
emment annon
é une généralisation du théo-rème d'isomorphisme des deux tours à d'autres paires (G,J) que (GLd,D
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