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Résumé. — Le cadre de cet article est celui du programme de Langlands : on
réalise les correspondances de Langlands (du moins pour les supercuspidales)
et de Jacquet-Langlands locales dans la cohomologie de certains espaces de
modules de groupes p-divisibles, & savoir la tour dite de Lubin-Tate et la
tour des revétements de Drinfeld. Aprés avoir présenté les différents objets,
de nature locale et globale (variétés de Shimura et variétés modulaires de
Drinfeld), on explicite les résultats de Boyer-Harris-Taylor et de Hausberger-
Harris sur la cohomologie des deux tours et on indique les grandes lignes des
preuves. Cela répond & une conjecture de Deligne, Drinfeld et Carayol datant
de 1990. L’isomorphisme de Faltings-Fargues entre les deux tours est également
évoqué ainsi que les travaux de Dat qui donne une réalisation cohomologique
de la correspondance de Langlands pour les représentations dites elliptiques
en travaillant dans une catégorie dérivée appropriée.

Abstract (On the realizations of the Langlands’ correspondences in
the cohomology of the Drinfeld and Lubin-Tate towers)

The framework of this article is the Langlands’ program : the local Lang-
lands’ correspondence (for supercuspidals) and the local Jacquet-Langlands’
correspondence are realized in the cohomology of some moduli spaces of p-
divisible groups, precisely the so-called Lubin-Tate tower and the tower of
Drinfeld’s coverings. After presenting the different objects, of local and global
(the Shimura varieties and Drinfeld’s modular varieties) nature, results by
Boyer-Harris-Taylor and Harris-Hausberger on the cohomology of the two
towers are described and the main lines of the proofs are sketched. This
responds to a conjecture of Deligne, Drinfeld and Carayol dating from 1990.
The Faltings-Fargues isomorphism between the two towers is also mentionned
as well as the work of Dat who gives a cohomological realization of the Lang-
lands’ correspondence for the so-called elliptic representations, working in an
appropriate derived category.

Classification mathématique par sujets (2000). — 11G, 11F, 11537, 11G09, 11G10,
11G18, 11G35, 11R39, 14G22, 14G35, 14L05.
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Introduction

Cet article d’exposition fait suite & celui de Henri Carayol : on y expose les
résultats récents mentionnés en fin de texte. Il s’agit donc toujours de la réalisa-
tion du “programme de Carayol” décrit dans [17] (sur une idée de Deligne [26]).
L’accent est mis sur les deux représentations “locales fondamentales” qui réa-
lisent les correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands locales, donc
sur les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld (et les liens qui les unissent), dont on
considére la cohomologie étale f-adique & support compact. L’aboutissement
est le théoreme 8 qui décrit totalement cette cohomologie. Les détails seront
donnés dans le cas des corps de fonctions (celui des corps de nombres est, dans
les grandes lignes, similaire), a la fois parce que 'auteur est davantage familier
des variétés modulaires de Drinfeld et du fait que les variétés de Shimura ont
déja trouvé bonne place dans l'article de Carayol.

Des rappels historiques sont fournis et les contributions des différents auteurs
précisés au cours du texte. Figurent aussi, autant que faire se peut, les grandes
lignes des preuves. Face a la grande quantité de littérature que cela représente,
l'auteur de ce texte sollicite 'indulgence du lecteur quant aux raccourcis et
simplifications auxquelles il a di opérer pour rendre ce texte concis et lisible,
raccourcis qui ont pour résultats d’inévitables imprécisions.



1. Le programme de Langlands

Nous allons faire quelques rappels concernant la correspondance de Langlands
locale pour le groupe linéaire, ainsi que la correspondance de Jacquet-
Langlands locale qui est une instance des diverses fonctorialités prévues par
Langlands, les deux correspondances apparaissant de paire dans la cohomologie
des variétés globales que nous présenterons plus loin dans cet article.

On se donne donc K un corps local non archimédien, c’est-a-dire soit une
extension finie K/Q,, de corps résiduel k = Fy, soit un corps de séries formelles
de Laurent en une indéterminée K = Fy((¢)). Comme de coutume, on note O
son anneau des entiers et w une uniformisante.

1.1. La correspondance de Jacquet-Langlands locale. — Soit Dy ‘1"’

algebre a division de centre K et d’invariant 1/d. Désignons par A’(d) 'en-
semble des (classes d’équivalence de) représentations complexes admissibles ir-
réductibles du groupe D (ces représentations sont de dimension finie). D’autre
part, soit A(d) 'ensemble des (classes d’équivalence de) représentations com-
plexes admissibles irréductibles du groupe GL4(K). On note A?(d) le sous-
ensemble constitué des représentations qui sont essentiellement de carré inté-
grable (i.e. les coefficients matriciels sont intégrables modulo le centre), lequel
contient I’ensemble A°(d) des représentations cuspidales (leurs coefficients sont
a support compact modulo le centre).

Tant les éléments de A(d) que ceux de A’(d) admettent des caracteéres (pour
les premiers, ils sont définis sur les éléments semi-simples réguliers).

Théoréme 1. — Il existe une famille de bijections (d > 1) :
JLg : A%(d) — A'(d), 7 — JL(r)

caractérisée par 'égalité (au signe prés) des caractéres xr(g) = (_].)d_lXJL(ﬂ-) (")
sur les éléments réguliers associés (i.e. qui ont méme polynéme minimal).

Ce théoréme a été démontré, dans le cas des corps p-adiques, par Jacquet et
Langlands (pour d = 2; [52]), puis par Rogawski, Kazhdan et Vignéras (pour
d quelconque; [64] [24]). Il est dit & Badulescu en égale caractéristique (voir
[1] ou 2] pour une généralisation). Les preuves procédent par voie globale et
reposent sur la formule des traces de Selberg.

Dans ce qui suit, on considérera non pas des représentations complexes mais a
valeur dans Q; (¢ # p). La notion de représentation essentiellement de carré in-
tégrable est une notion “algébrique” (c’est évident pour les cuspidales; pour les
autres, cela résulte du cas cuspidal, du théoréme de classification de Zelevinsky



des séries discrétes pour GLg et de considérations sur la rationalité du proces-
sus d’induction). On peut donc transporter la bijection du théoréme précédent,
via l'isomorphisme Q, ~ C choisi : la correspondance de Jacquet-Langlands
locale est équivariante sous l'action de Aut(C) parce que les caractéres des
représentations le sont. Désormais, les éléments de A(d) et A’(d) seront vues
comme des @g—représentations.

1.2. La correspondance de Langlands locale. — On considére mainte-
nant le groupe de Weil W, constitué des éléments du groupe de Galois absolu
Gal(K/K) qui induisent une puissance entiére du Frobenius Fr, sur le corps
résiduel k de I'extension maximale non ramifice K™ (K désigne bien entendu
une cloture séparable en égale caractéristique). Ce dernier s’insére donc dans
une suite exacte

1 =TI = Wik —-<TFry>~7Z—1,

ot Iy = Gal(K/K™) désigne le sous-groupe d’inertie, et il est doté de la
topologie pour laquelle g, muni de sa topologie de Krull, est un sous-groupe
ouvert et le quotient Wy /I est discret.

Pour tout entier d > 1, nous désignons par G(d) ’ensemble des (classes d’équi-
valences de) représentations complexes de Weil-Deligne continues de degré d
Frob-semi-simples du groupe Wy . Précisément, il s’agit d’un couple (p, N),
ol p est une représentation complexe continue semi-simple de dimension d de
Wik (son espace E est doté de la topologie discréte) et N un endomorphisme
nilpotent de F qui commute avec l'action de Uinertie et tel que p(Fr)N =
¢ 'Np(Fr). On a noté Fr un élément de Frobenius “géométrique”, qui induit
Fr;1 sur le corps résiduel k. Nous considérons également le sous-ensemble G2(d)
des représentations indécomposables, qui contient celui G°(d) des représenta-
tions irréductibles (cela implique N = 0).

Théoréme 2. — Il existe une famille de bijections (d > 1, i € {0,2,0}) :
Lq : Ay(d) — Gy(d), ™ — L(r)

caractérisée par la compatibilité a la théorie du corps de classe (avec laquelle
elle coincide pour d = 1, la normalisation étant telle que l'uniformisante w
corresponde au Frobenius géométrique Fr), la compatibilité a la torsion par
un quasi-caractére et au passage a la contragrédiente, et la préservation des
fonctions L et facteurs € de paires.

Ce théoréme célebre a été démontré par Kutzo pour d = 2 (|53]) puis par
Henniart pour d = 3 ([48]). Pour d quelconque, il a été d’abord démontré par



Laumon, Rapoport et Stuhler en égale caractéristique ([54]) puis, dans le cas
p-adique, indépendemment par Henniart d’une part ([49]; voir également |51]
pour 'unicité) et Harris et Taylor ([46]) d’autre part, aprés un résultat partiel
de Harris (|42]). Le lecteur pourra consulter également les exposés de Carayol
[19] et [20] au séminaire Bourbaki.

Remarque 1. — Bien que la correspondance de Langlands locale soit établie
dés qu’elle I'est pour les cuspidales, qui constituent les briques élémentaires
au vu de la classification de Bernstein et Zelevinsky ([9], [69]; voir également
larticle d’exposition [63]), la preuve de Harris et Taylor passe par une construc-
tion de la correspondance pour 7 générale (c’est nécessaire afin de démontrer
la préservation des facteurs € de paires).

A vrai dire, le théoréme précédent est démontré non pas pour des représen-
tations & valeurs complexes, mais pour des représentations f-adiques, et c’est
pour cela que le formalisme de Weil-Deligne a été introduit ([25]). La géo-
métrie des variétés modulaires globales dont il sera question plus tard fournit
(sur Q) la correspondance dite “de Hecke” ry(m) = Lg(r¥) @ | |%, qui est
invariante par Aut(C) (voir [50]). On peut donc transporter la bijection via
I'isomorphisme Q, ~ C choisi.

A partir de maintenant, on regardera A%(K) et Gi(K) comme des ensembles
de Qy-représentations. On peut alors oublier N dans la définition (on considére
donc les représentations f-adiques continues de dimension d de Wi telles que
l’action du Frobenius soit semi-simple), car on récupére cet opérateur appelé
monodromie par le théoréme de monodromie f-adique de Grothendieck.

Lorsque l'on s’intéresse aux réalisations géomeétrico-cohomologiques de ces cor-
respondances, les objets locaux & considérer sont les tours de Lubin-Tate et de
Drinfeld.

2. Les deux tours

On poursuit avec les notations précédentes et désigne par K le complété
de 'extension maximale non-ramifiée de K et O™ son anneau des entiers. On
note également Op, 'ordre maximal du corps gauche Dy et Oq C Op, 'anneau
des entiers de ’extension non ramifiée de degré d. Ainsi Op, s’identifie-t-il a
Ialgébre Og4[I1] soumises aux relations I1? = @ et [la = a?ll (a € Oy).

On rappelle qu'un O-module formel X (défini sur une O-algebre B dans la-
quelle I'image de 7 est nilpotente) est un groupe formel muni d’une action



de O induisant I'action naturelle sur son algebre de Lie. Un Op,-module for-
mel est un O-module formel muni d’une action de Op, prolongeant celle de
O. 1l est dit spécial si U'action de Oy sur Lie(X) est telle qu’elle décompose
Lie(X) = ®jez/az Lie(X); selon les d plongements Oy — K en d compo-
santes toutes de rang 1. En d’autres termes, on demande que Lie(X) soit un
O4 ® B-module localement libre de rang 1 (définition due & Drinfeld). En-
fin, une isogénie de O-modules formels est une isogénie de groupes formels
O-équivariante. Sa hauteur est la O-hauteur de l'isogénie X (w), c’est-a-dire
Uentier h tel que X (w) = 4" +ap_1t9"" + ...+ a1t9 + wt. Une quasi-isogénie
X1 — Xo est un élément dans Hom (X7, X2) ®o K qui posséde un inverse
(dans Hom(X7, X2) ®0 K). C’est une isogénie & multiplication prés par une
puissance de Xs(w), ce qui permet d’en définir la hauteur. Un Op -module
formel spécial est de dimension d et hauteur d?.

Nous allons, pour chaque objet, en donner la présentation “classique” (|19]) puis
la description selon le formalisme de Rapoport-Zink ([60]), qui en constitue le
cadre naturel, pour la comparaison (|39]) et la généralisation.

2.1. La tour des revétements de Drinfeld. — Tout commence avec le
demi-plan w-adique généralisé de Drinfeld ([28]) :

Q=P - | H,
H/K

ott H parcourt I’ensemble des hyperplans de P! rationnels sur K. C’est un
analogue non-archimédien des espaces hermitiens symétriques, pour le cas du
groupe linéaire GLg4. Pour d = 2, on retrouve I'analogue, déja considéré par
Tate ([67]), du double demi-plan de Poincaré H* = P!(C) — P}(R).

La variéte Q¢ est munie d’une structure d’espace rigide-analytique. Elle posséde
un modeéle formel (Ald, construit par Deligne, dont Q% est donc la fibre générique
au sens de Raynaud ([62]) et sur lequel agit PGL4(K). Fixons ® un Op,-
module formel spécial sur k (ils sont tous isogénes). Drinfeld a découvert que
Qg onr classifie, sur les @”’”—algébre s oul 'image de w est nilpotente, les
couples (X, p) tels que X est un Op,-module formel spécial sur B et p :
¢5 — X5 est une quasi-isogénie de hauteur zéro (on note B = B/w"B et
rigidifie donc la fibre spéciale uniquement). Soit maintenant X le Op, -module
formel universel au-dessus de Q4&0O™. La fibre générique x¢ du noyau de
la multiplication par w" est localement pour la topologie étale isomorphe a
Q x Op, /" Op,. On définit alors, suivant Drinfeld (]29]), les revétements

Ez = Isomo,,, (w™"Op,/Op,, Xz)



de QIQK™  qui sont des revétements étales galoisiens de groupe (Op,/@"Op,)*
Le groupe GLq(K), identifié & Auto, (P) ®o K, agit via lisogénie p et se
reléve aux revétements. Cela correspond a 'action naturelle sur Q4 tordue
vldete) qup K, Enfin, les ¢ constituent un systéme projectif
via les inclusions w™"Op,/Op, C w "Op,/Op, pour m < n. Le groupe
D7 agit sur la base de la tour par d — Fr _U(Nrdd), ou Nrd : D* — K*
désigne la norme réduite, et se reléve aux revétements de fagon compatible a
Paction de Op,  sur la tour. En définitive, le groupe D agit sur la tour par
“correspondances” et cette action commute avec celle de GL;4(K) sur chaque
étage.

Il est commode pour ce qui suit de prendre des hauteurs de hauteur abi-

par g — Fry

traire, dans ’esprit du formalisme de Rapoport-Zink, ce qui permet égale-
ment de simplifier la description des actions. Nous transformons au passage
l’action & gauche de Drinfeld en une action & droite (afin d’obtenir au final
une action a gauche sur la cohomologie ¢-adique). On obtient un O™ _schéma,
formel //Vl\%rm muni d’une action a droite de GL4(K), qui se décompose en

Aqd bl s ] \ :
Mp,o = Lnez Mpy.gs 00 Mp, o désigne la composante connexe ot la quasi-

isogénie p est de hauteur dh. On a donc MD[O% = QIO (mais les actions ne

se comparent pas directement). Le schéma MDTO est muni d'une donnée de

descente non effective a Spf(Q) : ¢ : MDTO (/\//\ldDT’O)Frq, qui envoie MdDth)

sur (MD[h 1])Frq. Soit M%no la fibre générique de M\dDr,O ; al’aide de structures
de niveau 7, on définit une tour de revétements étales ./\/ldDhU indexée par les
sous-groupes ouvert U de (’)Ed, munie d’une action a droite de GLg(K) X D;
définie par

(97 d) : M%’FU - MdDrd—lUd7 (X7p777) = (X7pog7770d)'

,[0]

Sil’on pose U,, = 1+w"Op,, on retrouve MD = %4, L’action est telle que

(g,d) envoie MDW sur Mp[h;;édeltgmmrddn

(GL4(K) x D x Wk)? du caractére surjectif
GLd(K) X D; x Wk — Z
(9,d,w) +— wv(detg)+v(Nrdd) + v(cl(w))

. Cela conduit & définir le noyau

ou ¢l : Wi — K* désigne le morphisme du corps de classes. Ce sous-groupe
agit sur M%LO]U; en terme de représentations, la cohomologie de MdDT’Un est
Vinduite de (GL4(K) x D x Wg)? a GL4(K) x D} x Wk de la cohomologie de

¥4, L’action de K plongé centralement dans GL4(K) x D par x +— (z,z7 1)



est triviale. Noter également que l’action de Wi est définie via la donnée de
descente, qui n’est effective qu’en quotientant par le sous-groupe engendré par
une puissance de w, ce qui revient au niveau de la cohomologie & fixer un
caractére central d’ordre fini (ce que nous ferons, voir théoréme 8).

2.2. La tour de Lubin-Tate. — On s’intéresse maintenant au foncteur
des déformations par quasi-isogénie d’'un O-module formel ¢, de hauteur d
et dimension 1, cas étudié (lorsque la quasi-isogénie est de hauteur zéro, donc
un isomorphisme) originellement par Lubin et Tate (|56]) puis Drinfeld (|28];
il s’en sert essentiellement pour démontrer la lissité des variétés de modules
elliptiques). On obtient le O""_schéma formel ﬁ/l\dﬁzo, muni d’une action de Dj

identifié¢ au groupe des quasi-isogénies de ®4. On a une décomposition Mdm— 0=

Lpez /T/l\d’g—l’]o, ou /\//\ldﬁ’g}o désigne la composante ou la quasi-isogénie p est de

hauteur h. On retrouve en degré 0 le résultat de Lubin-Tate-Drinfeld : /\//Tdﬁ’g—)}o =

Spf(O™[[t1, ..., t4_1]]). La fibre générique /\/1‘27—70 est donc isomorphe, en tant
d—1
qu’espace rigide-analytique, a Z copies de la boule unité é
Comme dans le cas précédent, on peut définir une tour indexée par les sous-
groupes ouverts de GL4(O). Mieux, a l’aide de la notion de structure de niveau
de Drinfeld, on peut définir des structures entiéres (la structure de niveau était
uniquement en fibre générique dans le cas précédent) : si X est un O-module
formel sur B, il s’agit d’un morphisme de O-modules 7 : (w™"0/0)% — mp,
ou mp désigne I'idéal maximal de B, tel que [],c-np/o(t —n(z)) divise la
série formelle donnant l'action de w sur X. On obtient des schémas formels
MdLT,n'
Revenons en fibre générique : la tour M%ZU est munie d'une action a droite par
correspondances de GLg4(F) o pour g € GLy4(F) tel que g 'Ug C GL4(O)
on a g : /Vldm—’U = MdCT,g_lUg7 d’une action a droite de D sur chaque
étage (légere modification par rapport au formalisme de Rapoport-Zink qui
choisissent cette action a gauche ; les deux points de vue différent par d +— d—1),
et d’une donnée de descente a la Weil (non effective). Décomposant la tour en
Mz = Upez MEY), et définissant le noyau (GLg(K) x D x Wg)! du
caractére surjectif

GLd(K) X D; X WK — 7
(9,d,w) — —v(detg)+v(Nrdd) + v(cl(w))



Paction sur M%, est géométriquement induite de celle de (GLg(K) x D x
W)t sur Mdc’g-ﬂ. Le sous-groupe K*, plongé diagonalement dans GLg(K) X
DY, agit trivialement.

2.3. Les représentations locales fondamentales. — 1l existe différentes
théories des espaces rigides-analytiques, depuis la définition de Tate (|67]; no-
ter que ces espaces apparaissent d’emblée comme le contexte naturel o a lieu
l'uniformisation de certaines courbes elliptiques) et la vision de Raynaud en
tant que fibre générique de schémas formels (|62]). Nous choisissons la théorie
de Berkovich, qui est une des plus riches de part le formalisme cohomologique
étale élaboré (|4]), Berkovich prouvant également les théorémes de compa-
raison de type GAGA (géométrie algébrique - géométrie analytique; [6]), de
changement de base, ..., que l'on peut souhaiter. Une des motivations de Ber-
kovich a d’ailleurs été, suite aux travaux de Drinfeld, de fournir les outils de
géométrie analytique-rigide nécessaires & la réalisation du programme décrit
par Carayol ([19]) autour de la correspondance de Langlands locale. Comme
application, il prouve une conjecture de Deligne sur les cycles évanescents (|5])
qui est cruciale pour ce programme (voir plus loin ou l'article d’exposition de
Carayol). Le lecteur pourra également consulter le compte-rendu de Berkovich
a ICM 1998 (|8]), ou Berkovich expose les idées sous-jacentes a sa théorie et
ses motivations, ou bien encore lire I’exposé de Ducros au séminaire Bourbaki
([32).

On considere les deux tours définies au paragraphe précédent :

GLd(K) O MdDr,n et MdE’T,n O Dc>l<
lng GLd(K)ol
|_| Qd od—1
rEL LlrEZ B
Définition 1. — Les représentations locales fondamentales sont les espaces

de cohomologie étale (-adique & support compact

Uty = lim Hi((M¢

7n

%> Qo) O GL4(K) x D x W

n
ot 7 = Dr ou LT et ou l'action sur la cohomologie résulte de l'action sur les
tours décrite au paragraphe précédent.

Bien entendu, comme dans le formalisme f-adique traditionnel, on a



(plus exactement, Berkovich définit d’abord la cohomologie & support sur les
ouverts distingués puis passe a la limite inductive).

Remarque 2. — Une définition alternative est la suivante : on considére

i GLq(K)xDy xWik 0 d,[0] 7. Rty formpy)
Uprr = hTH}Ind(GLd(K)XD; W)l H (MLT’H ® kR ¥y Qp)
ol \Ifffrm désigne le foncteur cycles évanescents de Berkovich. Ce foncteur cal-
cule la cohomologie sans support, laquelle est duale de U, £7 (dualité de Poin-

caré). Nous en dirons plus au paragraphe 5.2

Proposition 2.1. — Les représentations Z/{Z;’? sont des représentations admis-
sibles modulo le centre du groupe produit GLq(K) x D x Wk.

Remarque 3. — Le centre de GLg4(K) x Dj translate les composantes

connexes Mg,{[)h]) h € Z, donc 'action ne peut étre admissible. C’est pourquoi

dans le théoréme 8 nous fixerons le caractére central x : 'action est admissible
sur le plus grand quotient U, \ de U!, ot le centre de GLq(K) agit via x.

Ce résultat est essentiellement di a Berkovich, qui a developpé une théorie des
espaces analytiques munis d’une action de groupe (rappelée brievement dans
I'appendice A de [47]).

Lemme 1 (Berkovich). — (i) Soit U un sous-ensemble ouvert distingué
d’'un K-espace analytique quasi-algébrique X . Alors les groupes de coho-
mologie a support compact Hfs(uf, Qy) sont de dimension finie.

(i1) Si X est de plus un G-espace (i.e. muni d’une action continue du groupe
G) et G contient un sous-groupe ouvert qui est un pro-p-groupe (avec
p # (), alors Uaction de G sur H.(X7, Q) est lisse.

Le point (i) démontre la lissité de I’action de GL4(K) sur les espaces L{é’DT,
celle de D* provient de la définition méme des revétements et ’action ga-
loisienne est continue d’aprés un résultat général similaire de Berkovich. Par
contre, le point (i) du lemme ne permet pas de démontrer ’admissibilité, mais
seulement que la cohomologie & support est de type fini. En effet, on peut cal-
culer la cohomologie par une suite spectrale correspondant & un recouvrement
de Cech, qui fait intervenir un nombre fini d’induites compactes de représen-
tations de la forme H. (U, Q;), pour des ouverts distingués Uz Le résultat en
découle et UgDT est donc une représentation de longueur finie.

Du coté Lubin-Tate ou les roles de D et GLq(K) sont échangées, la situa-

. . d,0 PN . .
tion est meilleure car M L’g'}n est, en vertu du théoreme d’uniformisation que

10



nous énoncerons plus loin, un ouvert distingué d’un espace analytique quasi-
algébrique, si bien que Hz((/\/ldﬁ’gﬁn)f, Q) est de dimension finie. L’admis-
sibilité de Daction de GLg(K) X DC? sur Z/{Ca 7 en résulte directement, car

Mdz:Tn est I'espace des invariants sous le sous-groupe de congruence princi-
b

pal 1 + @" My(K). De plus, la cohomologie sans support de Mdﬁ’g—]}n (donc de

Mdﬁﬁn par induction) a bien un sens, contrairement au coté Drinfeld.

En définitive, Llé"pr est également admissible (modulo le centre), en vertu du
théoréme d’isomorphisme de Faltings-Fargues et son corollaire cohomologique,
que nous allons maintenant exposer.

3. L’isomorphisme de Faltings-Fargues

Si l’article de Falting a ouvert la voie ([34]), il a fallu & Fargues quelques années
de labeur afin de constuire les outils techniques nécessaires & rendre valides
les arguments de loc. cit. Signalons également que Genestier et V. Lafforgue
ont donné une seconde démonstration du résultat qui suit, plus simple mais
valable uniquement en égale caractéristique et utilisant la théorie du module
de coordonnées ([40]). Elle figure a la fin de 'ouvrage [39].

Le premier énoncé de [39] est le suivant :

Théoréeme 3 (Faltings-Fargues; [39] th. .0.1). — Il exziste une “p-

adification” M\LT de la tour de Lubin-Tate et un isomorphisme /\//TCT = M\Dr,

ol M\Dr est un certain éclatement formel admissible de M\Dr- Cet isomor-
phisme est équivariant lorsque ’on munit Mp, de Uaction de GL4(K) x D;
obtenue en tordant 'action naturelle par Uinvolution (g,d) — (*g~',d) de

GL4(K) x DX

Apportons quelques éclaircissements, car donner un sens & 'isomorphisme est
déja un gros travail !

Remarque 4. — 1. Le schéma formel Q est w-adique : un idéal de défini-
tion de O est (m) et il est localement de la forme Spf(Ok (ti,...,tqs)/T)
en tant que schéma formel (comme de tradition, O (t1,...,tq) désigne
le complété w—igiique de Oklti, ..., tq), constitué des séries formelles res-

treintes). Les /T/l\p,nyU sont les normalisés de () dans Mopru et /\//\lpr =

liLnU /\//\IDT,U est un schéma formel w-adique qui constitue un modéle en-
tier (formel) de la tour Mp,.
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2. On dispose également de modéle s entiers de la tour de Lubin-Tate : ils
sont construits a partir de la notion de “base de Drinfeld” (|28]). Mais ils
ne sont pas m-adiques car déja en niveau zéro Ogl|[t1, ..., tq—1]] ne est
pas (un idéal de définition est (w,ti...,t4—1)). Cest pourquoi il faut

p-adifier. Le modéle entier M r7 est construit en recollant des “cellules”
indexées par I'immeuble de PGL; (donc en utilisant les correspondances
de Hecke), de facon a pouvoir comparer par la suite avec le coté Drinfeld.

3. L’isomor/phisme n’est pas algébrique : il existe des K-points qui s’envoient
sur des K \ K-points. C’est d’ailleurs pour cela qu'il a fallu w-adifier.

4. Les espaces M, = lim | Moy (pour ? = Dr et LT) ne sont pas des
espaces rigides au sens classique du terme (ils ne le sont qu’en niveau fini).
Le théoréme permet de donner un sens & l’isomorphisme en recourant a
de bons modéle s entiers. Signalons que Fargues a également développé
une théorie des espaces rigides pour laquelle ces limites projectives ont
un sens, indépendemment de I'existence de tels models.

Le second résultat de Fargues est une application cohomologique, qui est nou-
velle par rapport aux travaux de Faltings. On peut paraphraser le théoréme
principal 13.2 du chapitre IV de [39], étendu par le yoga habituel du cas des
coefficients de torsion au cas des coefficients f-adiques, comme suit :

Théoréme 4 (Fargues). — Soit T linvolution de GL4(K) définie par g —

tg=1 il y a un isomorphisme de GLg(K) x D* x Wy -modules lisse

H, (M%) ~ H, (M)

Remarque 5. — De facon précise, Fargues énonce un résultat d’équivalence
de topos rigide-étale et obtient donc un résultat au niveau de la catégorie
dérivée, dont a besoin Dat pour ses travaux que nous mentionnerons briévement
plus loin.

La constuction de I'isomorphisme entre les tours est extrémement élaborée et
les méthodes rigides employées tres techniques, aussi est-il difficile d’expliquer
en quelques mots pourquoi ¢a marche. Il est conseillé de commencer par com-
prendre I'isomorphisme au niveau des points (chapitre 2 de loc. cit. ), ce qui ne
nécessite pas de modeéle entier particulier ni d’éclatement formel : on constate
alors, suivant Fargues, que la théorie de Fontaine est au coeur de l’isomor-
phisme (périodes cristallines, etc.). On peut également consulter [36] pour une
description de l'isomorphisme au niveau des “squelettes” des deux tours, ce
qui permet de comprendre comment ces deux objets d’allure tres dissemblable
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(rien qu’a les regarder en niveau zéro) puissent étre en relation : méditer sur
le dessin en page 2 de loc. cit. relatif au cas d’école d = 2 et K = Q,,.

4. Les acteurs globaux

Ce sont les variétés de Shimura dans le cas des corps de nombre (dont il est
question dans [46] et dans le “survey” de Carayol) et les variétés modulaires
de Drinfeld dans celui des corps de fonctions, que nous détaillons maintenant.

4.1. Les variétés modulaires de Drinfeld. — Commencons par un pe-
tit rappel historique : les premiers objets visibles dans la littérature sont les
modules elliptiques de Drinfeld (|28]), qui apparaissent simultanément avec
Q4. En effet, Drinfeld montre que l'espace de module M fl des modules ellip-
tiques (rigidifiés par une structure de niveau I et de degré d) constitue un
analogue (pour d = 2) des courbes modulaires Y(N) : on obtient un résul-
tat d*uniformisation p-adique” semblable a la description usuelle de Y (N)(C)
comme quotient du demi-plan de Poincaré

M (Fy) ~ GLg(F)\[Q¢ x GLy(A®)]/ GL4(On, I),

ou la place oo du corps global F' joue le role de la place archimédienne et
ot GL4(Oo, I) désigne le sous-groupe de GLg(Op) constituté des éléments
qui sont congrus & 1 modulo I (bien entendu, on a noté A les adéles de F').
Il s’agit méme d’un isomorphisme d’espaces rigides-analytiques. En calculant
H! .= h_H)lHl(M?(ﬁoo), Qy), Drinfeld réussit a établir un analogue de la théorie

d’EichleIr—Shimura : il attache une repésentation galoisienne f¢-adique de di-
mension 2 & toute représentation automorphe IT de GLy(A) telle que I1 est la
Steinbeg Sts. Cela lui permet de démontrer la correspondance de Langlands
locale pour d =2 ([31]).

Drinfeld introduit alors de nouveaux objets, de nature plus géométrique (la
définition d’un module elliptique est une définition algébrique élémentaire) :
les faisceauz elliptiques et montre I'équivalence (“en dehors” de la place o)
des deux notions ([30]; voir également |27]). Puis il définit les Stukas (ou F'-
faisceaux, la place 0o ne jouant plus de role particulier), ce qui lui permet de
démontrer la correspondance de Langlands globale pour d = 2.

Les variétés modulaires de Drinfeld ne sont pas propres, ce qui pose des pro-
bléemes ardus (compactification, formules des traces, etc.) qui sont difficiles a
résoudre pour d > 2. Une solution est apportée par Laumon, Rapoport et
Stuhler a travers les D-faisceaux elliptiques ([54]) qui sont donc des variantes
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compactes des faisceaux elliptiques de Drinfeld. Ces nouvelles variétés ne sont
plus associées & GL4 mais au groupe multiplicatif d’un corps gauche D de centre
F, de dimension d? sur F et déployé au-dessus de oo. La correspondance de
Langlands locale en égale caractéristique en résultera, en décomposant la coho-
mologie de I’espace de modules obtenu sous ’action des opérateurs de Hecke,
de maniére similaire & ce qu’a décrit Carayol pour les variétés de Shimura.
Le lecteur pourra consulter [19] pour un compte-rendu agréable a lire de ces
travaux (correspondance de Langlands locale uniquement).

Notations :

Soit X/F, une courbe projective lisse, de corps de fonctions F' = F,(X) et soit
D un faisceau d’ordres maximaux de D et R le lieu de ramification de D. On
se donne 00,0 deux places distinctes fixées tel que Do, = My(F). La place
oo sera ’analogue de la place achimédienne et le complété F, jouera le role du
corps local K de la partie locale de cet exposé. Enfin, soit I C X — {oo} un
sous-schéma fermé fini non vide.

La définition d’un D-faisceau est essentiellement celle d’un diagramme de fibrés
vectoriels sur la courbe X :

Définition 2. — Un D-faisceau elliptique (de zéro z : S — X — R — {oo} et
pole 0o) défini sur un Fy-schéma S est la donnée d’un diagramme commutatif

Ji

...C gi( 5i+1(
"Ji

..C Tgi( Tgi—l-l( .

ot les & sont des Dx W Og-modules o droite localement libres de rang 1, TE; =
Idx x Frobg/r )*E&;, et les conditions suivantes sont vérifiées :
/Fq
(1) Périodicité : &g = Ei({oo} x S)
1) Pole : & 1/: (&) = (To)eAi, pour A; un Og-module localement libre de
+1/3i
rang d
i111) Zéro : Eix1/t;(TE;) ~= (I',)uB;, pour B; un Og-module locallement libre de
+
rang d
(iv) Normalisation : x(Eg|lxxs) € [0,d[  pour tout point géométrique s

On retiendra qu'un D-faisceau £ posséde un zéro et un poéle. Le morphisme
zéro permet de voir espace de modules £0¢; des D-faisceaux elliptiques (munis
d’une structure de niveau I) comme un schéma au-dessus de X — R — {oc}. Le
pole est quant & lui fixe (sans quoi on aboutit & la définition d’un D-chtoucas
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de L. Lafforgue, qui parvient ainsi & démontrer la correspondance de Langlands
globale pour GLg, d > 2).

Théoréeme 5 (|54]). — Le schéma ELL; est projectif, lisse et purement de di-
mension relative d — 1 au-dessus de X — R — {oo}.

Pour cela, Laumon, Rapoport et Stuhler vérifient (entre autres) le critére va-
luatif de propreté, en utilisant un théoréme de réduction semi-stable développé
par Drinfeld dans un travail sur la compactification des espaces de modules de
Stukas.

Enfin, les £0¢; constituent un systéme projectif lorsque I varie. Notant A
les adeéles “finies”, on a une action a droite de D*(A*°) sur la limite projective

11115% 1 ® F,, définie via les opérateurs de Hecke.
I¢o

4.2. Etude de la mauvaise réduction : les théorémes d’uniformisa-
tion. — Il s’agit tout d’abord de prolonger le schéma £€¢; au-dessus de
Spec O, dans les deux cas suivants :

(1) lecas oo € I (en dehors de R), étudié par Boyer (|14]), qui va donner lieu
a un théoréme d’uniformisation faisant apparaétre les espaces de Lubin-
Tate;

(2) le cas ou D, est le corps gauche Dy d’invariant 1/d, étudié par 'auteur de
ce texte dans [47], ou interviennent ’espace de Drinfeld (si o & I) et ses
revétements (si mult, (/) > 0).

On autorise donc le zéro z & intersecter le niveau et le lieu de ramification res-
pectivement. Les propriétés des variétés de modules sont résumées ci-dessous :

Elly
o prOJ?Ctlf ll.sse plat
projectif zéro| de dimension
. propre
relative d — 1
D, = Dy X—-T-{x}-R oel,o¢R

Pour que cela soit vrai, il faut imposer dans le cas (2) une condition sup-
plémentaire, dite “condition spéciale” (sinon le schéma obtenu ne serait pas
plat au-dessus de SpecO,). A tout D-faisceau elliptique est associé, par une
construction due & Drinfeld, un O,-module w,-divisible noté Gr,(£), muni

15



d’une action de D,, et I'on demande que ce soit un D,-module formel spé-
cial, au sens du paragraphe 2.1. Noter également que les schémas de modules
EU ne sont plus lisses (leurs fibres spéciales sont trés ramifiées au-dessus de
Speck(0), comme on va le voir avec les théorémes d’uniformisation).

Rappelons que les premiers résultats d’uniformisation p-adique remontent a
Tate qui introduit dans [67] la notion d’espace analytique rigide en traitant
du cas des courbes elliptiques & réduction multiplicative. Un peu plus tard,
Mumford utilise le point de vue des schémas formels de Raynaud ([62]) pour
montrer que les courbes de genres quelconques, en certaines places de mauvaise
réduction, peuvent étre @iformisées par des ouverts convenables du demi-
plan p-adique Q?Qp =P! <@p> —PY(Qp) ([57]; voir aussi [61] et [58] pour une
généralisation en dimension supérieure). Cerednik découvre alors (|21]) que tel
est le cas de la courbe de Shimura S associée & une algébre de quaternions A
indéfinie de centre Q, en une place p ou A est ramifiée : S®Q), est la réunion de
(formes tordues galoisiennes) de quotients a la Mumford de Q?Qp par des sous-
groupes de Schottky de PGL3 (Q,) (du moins, lorsque I'exposant en p du niveau
est maximal). Peu aprés, Drinfeld en donne une explication naturelle (voir [29]
ou son exégese [11] par Boutot et Carayol) en découvrant que Qﬁép ®2g’” est un
espace de modules pour les Oa -modules formels (rigidifiés). L’uniformisation
p-adique provient alors de ce qu’en la place p considérée, la courbe de Shimura
paramétre des variétés abéliennes toutes isogénes dont le groupe p-divisible
est de ce type. Depuis, 'uniformisation p-adique des variétés de Shimura a
été développée par de nombreux auteurs (18], [59], [60], [68]; voir également
larticle d’exposition [12]).

Nous allons maintenant expliciter les théorémes d’uniformisation dans les deux
cas qui nous concernent. Par rapport a ces rappels historiques, le cas D, = Dy
est I’analogue de l'uniformisation de Cerednik-Drinfeld. Le cas de Boyer est
I’analogue du résultat obtenu par Carayol pour certaines variétés de Shimura

(118]).

4.2.1. Le cas D, = Dy. — Les raisons de 'uniformisation sont les mémes que
celles évoquées plus haut : d’une part, tous les D-faisceau elliptique £ définis sur
m sont isogenes. Leurs fibres génériques sont donc isomorphes et ’on montre
que P’algébre D des endomorphismes d’une telle fibre générique s’identifie a D
en dehors des places oo, 0 et vérifie Doy = Dy tandis que D, est déployé.
Le groupe w,-divisible Gr,(€) associé a £ est un D,-module spécial. Notant

® 'unique (a isogénie prés) D,-module formel spécial sur k(o), ’ensemble des
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algébrisations de ®, c’est-a-dire des D-faisceaux elliptiques sur k(o) munis d’un
isomorphisme ® ~ Gr,(£), est en bijection avec ’ensemble de doubles-classes

Zr =D (F)\D" (A®)/K;>,

ot Uon a noté K;7° le sous-groupe compact ouvert de D" (A) constitué des
éléments qui s’envoient sur 1 modulo /. On utilise alors la description modulaire
i(—o) pour construire une application ﬁi(—o) X Z; — El @ k(o).
Rentre ensuite en scéne le second ingrédient essentiel, & savoir l'analogue du
théoréme de Serre et Tate qui dit que déformer un D-faisceau elliptique &£
revient & déformer son groupe w,-divisible Gr,(£).

On démontre ainsi :

de D’espace 0

Théoréme 6 (Hausberger; [47] 8.2). — (a) Sio & I alors il existe un iso-
morphisme de O,-schémas formels

Elly () = [(Q9G0OIT) x 7]/ GL4(F,),

ot 5/@1/{50} désigne le complété formel le long de sa fibre spéciale et ot

Uaction a droite de GLg(F,) sur QIO est Uaction décrite au paragraphe
2 composée avec Uinvolution g — tg=!.
(b) Si par contre mult,(I) = n alors il existe un isomorphisme d’espaces

rigides-analytiques sur F, :
(E07)* ~ [24 x Z1o]) GL4(F).

Ces isomorphismes sont compatibles, lorsque I varie (i.e. n et 1° varient),
aux opérations de projection, et ['isomorphisme ainsi obtenu entre les deux
systemes projectifs est équivariant pour laction du groupe D* (A*) ~
D™ (A®°) x DX.

Remarque 6. — 1. Le D,-module formel Gr,(€)) provient en fait de la
fibre en o du D-faisceau elliptique £, qui est un D,-module de coor-
données. Or la théorie du module de coordonnées, qui & un tel objet
fait correspondre un module formel (et réciproquement), est une théorie
de Dieudonné contravariante. L’identification de D avec ’algébre d’en-
domorphismes de la fibre générique de £ induit ainsi un isomorphisme
My(F,) = D, ~ End}, (®) tel que g correspond a la quasi-isogénie ‘g~".
Cela explique la présence de l'involution dans 1’énoncé du théoreme.

2. L’uniformisation (b) est uniquement rigide-analytique car il n’y a pas
de modéle formel connu des revétements de Drinfeld. C’est essentielle-

ment une conséquence formelle de (a) : isomorphisme décrit se reléve
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au niveau des D,-modules formels spéciaux portés par les deux membres
(I'un est associé au D-faisceau elliptique universel au-dessus de S/E\EI /{s0}
par la construction Gr, de Drinfeld et ’autre provient de la description
modulaire de fld@@”r). Il suffit alors de considérer la =] -torsion.

3. L’isomorphisme obtenu est un isomorphisme d’espaces analytiques sur F,
et non sur I} : il y a des torsions galoisiennes et le quotient de droite est
en définitive une union disjointe finie de tordues galoisiennes de quotients
¥4 /T pour des sous-groupes de congruences I' C PGLg(K).

4. Une formulation alternative est la suivante : il existe un isomorphisme
d’espaces rigides-analytiques sur ﬁ;" :

(EU)™MSFNT =~ [M,, X Zro]/ GLa(F,)

compatible & I'action du Frobenius Frob, et celle (par correspondances)
de D* (A®) ~ D™ (A®°) x DX.

4.2.2. Le cas o € I. — La géométrie est beaucoup plus riche dans le cas étudié
par Boyer. En effet, la fibre spéciale £/ 5, au-dessus de s, = Speck(o) est
stratifiée par des sous-schémas localement fermés Sﬁffgo, 1 < h <d, de pures
dimensions d — h, caractérisés par la propriété qu’en tout point géométrique
Z, de c%éfgo le O,-module w,-divisible G = Gr,(€) se décompose en parties
étale et connexe :
1-G¢ —Gs — G —1

avec G de hauteur h (et donc G de hauteur d — h). Cela contraste avec le
cas précédent ot 'action de l'algébre & division rigidifiait tout.

On rappelle que @5, désigne 'unique (& isogénie preés) Oy,-module formel de
dimension 1 et hauteur h. On a vu que le foncteur des déformations de @,
par quasi-isogénie est représentable par le schéma formel M\?:T,o- La com-
posante connexe correspondant aux quasi-isogénies de hauteur zéro vérifie
M\Z’Q}O ~ Spf @Q’”[[tl, ...,tp—1]]. En rajoutant une structure de niveau n, on

obtient /{/1\2’7[9}” ~ Spf Def” (consulter [28] §4 pour les équations).

Notons F, /O, le O,-module w,-divisible étale de hauteur 1 sur m et @y 5 =
®), x (F,/O0,)". Le groupe des quasi-isogénies de ®j s s’identifie a Dy x
GLy/ (F,), ou Dy, désigne l'algebre a division sur F, d’invariant 1/h. On ob-
tient encore un foncteur représentable et la partie étale rajoute h’ variables a
I’anneau de séries formelles.

Boyer démontre alors un analogue du théoréme de Serre et Tate : déformer un
D-faisceau elliptique & revient a déformer le O,-module w,-divisible Gr,(E),

lequel est de la forme ®j 4 au sein de la strate 5%?";0. En définitive, le
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complété formel en un point géométrique z, de Sﬁffgo s’exprime
S/KZI/{ZO} ~ Spf(DefZ[[tl, PN ,td_h]])

ou n = mult,(I).

Regardons maintenant ce qui se passe lorsque h = d (par analogie avec le cas
des courbes elliptiques, cela correspond au lieu supersingulier). Alors Gr,(E)
est infinitésimal et ’on démontre que £ Kﬁffo (k(0)) correspond a une seule classe
d’isogénie (de D-faisceax elliptiques). L’algébre D des endomorphismes de la
fibre générique de ces D-faisceaux est telle qu’elle s’identifie & D en dehors des
places 00,0 et vérifie D, = Dy, Doo = Dgp P = D_4. Comme plus haut, il en
résulte un paramétrage de 5%??0 (k(0)) par les doubles classes

Zr=D"(F)\D" (A®)/K[**

(4 la différence prés que 'algébre D n’est pas la méme).
Combinant ce fait avec 'analogue du résultat de Serre-Tate, Boyer démontre :

Théoréeme 7 (Boyer; [14]). — Il existe un isomorphisme de schémas for-
mels sur O :

EUrjsyima) = [MEr , x Z1)/D;
compatible a ['action du Frobenius Frob, et celle (par correspondances) de
D* (A®) ~ D™ (A®°) x DX, ot n = mult,(I) et S/EE/{SO;:C[} désigne le com-
pété formel de ELL; o, O™ le long de 5663;{) (o) k(0).

Remarque 7. — 1. Nous avons légérement reformulé le résultat de
loc. cit. (prop. 14.2) afin de mettre en avant le paralléle entre les deux
cas d'uniformisation.

2. La notation /\//\I%T ,, signifie que 'action de GLg4(F7) x D est modifice par
rapport a celle définie au paragraphe 2 afin de tenir compte du fait que la
construction du O,-module w,-divisible Gr,(E) passe par la théorie du
module de coordonnées.

5. Les suites spectrales
Elles relient les représentations locales fondamentales :
Ul pp, U O GLa(F,) x DY x W,
a la représentation globale :

H} = lim H(£00; @ Fo, Qp) © D™ (A®) x Wp,
IZoo
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(action définie a 'aide des opérateurs de Hecke).

5.1. La suite spectrale de Hochschild-Serre. —

Proposition 5.1 (Harris-Hausberger ; [47]| cor. 10.7)
Il existe une suite spectrale D (A®°) x DX x Wg, ~ DX(A®) x Wpg,-
équivariante :

i\ ; 2(d—1)—j, it
E;’] = EXtZGLd(FD)—mod. lisse(uc,(Dr " T(d B 1)’ ‘A%O) - H<Z7+J’

ot .AO—O désigne espace des formes automorphes sur D triviales a Uinfini et t
lmvolutwn de GL4(F,) définie par g — tg~ 1.

Via le théoréme d’uniformisation, il s’agit de relier la cohomologie de
(MDTH)FO a celle du quotient [(MDrn)FO X Zo]/ GLg(F,) ~ (5%1)%’:,
d’ott la terminologie. S’inspirant du travail réalisé par Harris dans le cas des
corps de nombres ([41]), cette suite spectrale a été construite “4 la main”,
en utilisant des recouvrements de Cech (sur des ouverts distingués ou le
revétement est trivialisable car le groupe agit librement) et la théorie de
Berkvich des espaces analytiques munis d’une action de groupe. En effet, il
n’existait pas de résultat général valable pour les espaces considérés. Depuis,
Fargues a écrit une suite spectrale de Hochschild-Serre qui s’applique & tous
les résultats d’uniformisation de ce type connus ([35] 4.5.2).

5.2. La suite spectrale des cycles évanescents. — Soit X un Spf (/’)\Z}T—
schéma formel (spécial au sens de [5]). Le foncteur R \I/{[{ffm associe a un faisceau
¢tale sur la fibre générique Xz, de X (au sens de Raynaud) un complexe de
faisceaux étales constructibles sur la fibre spéciale X5,. Si on applique cette

d,[0 ]

construction & X = M% 1. dont la fibre spéciale est réduite a un point, on

obtient des faisceaux R’ lllé?fm@é tels que
d,[0 7 ) 7
H(MZ7, © (o), R' W™ Q,) = H (M7, )r, Qo).

de sorte que la représentation locale fondamentale (version sans support) n’est
autre que

GLd(I{)XD;< XWK

0 d[O} i\ formmy
(GLq(K)x D} xW)! HY (M7, @ k(o) R W™ Q).

Uiy = lim Ind
n
D’une fagon générale, si Z — Spec (5’0“" est un schéma et # un point géomé-

trique de la fibre spéciale Z;, on peut considérer d’une part le complexe des
cycles évanescents algébriques R\I/no@g sur Zs, et d’autre part celui des cycles
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évanescents formels R \Ilé(ffm@g associés au complété formel X = Z /{z} de Z en
Z. Berkovich démontre le théoréme de comparaison ([5]) :

(RY,,Q)z ~ RU™Q,.

Prenant Z = £0; @0, (5;“" et Z, un point supersingulier, il résulte alors du
théoreme de Serre-Tate (voir paragraphe 4.2.2) un isomorphisme

(R‘ \11770@5)20 ~ R \I;{;ZTW@Z’

ol les cycles évanescents formels sont ceux du début de ce paragraphe qui

calculent la cohomologie de M%gﬂn. Pour la strate supersinguliére toute entiére,

uniformisée par le théoréme 7, on trouve

HO(‘SEEI:,?()@W’ Ri \Ij%@é) = [HO(ZI"v @€)®HO (Mdﬁ'ﬁn@m’ Ri \Ij{;rm@é)]ﬁov

ou mult,(I) = n. Passant & la limite sur I, on obtient ainsi la description
suivantes des cycles évanescents supersinguliers :

Proposition 5.2 (Boyer [14]). — Il existe un isomorphisme équivariant
pour Uaction de D*(A%®) x Wg, ~ D" (A®°) x DX x Wk,

lim HO(€e(72, @ k(0),R' ¥, Q) ~ Homy; (A=, Up),

IZoo
ot A%O désigne Uespace des formes automorphes sur D triviales a Uinfin, A%O

sa contragrédiente et UET indique une légére modification de action (voir re-
marque 7 2.).

Enfin, la cohomologie des cycles évanescents est reliée a celle de la variété
globale par la suite spectrale suivante :

Proposition 5.3. — Il existe une suite spectrale D* (A*>)x W, -équivariante :

By’ = lim HL(E001 5, @) k(0), R ¥, Q) = H}
I1#co

6. Réalisations géométriques des correspondences

6.1. Enoncé du théoréme. —

Théoréme 8 (Boyer). — Soit x un caractére de K* d’ordre fini; notant
avec un indice x le plus grand quotient ot le centre de GL4(K) (resp. celui
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de D*) agit par x (resp. X~ '), on a la décomposition suivante :

(ugl’B}n:i;(i)Fr-ss — (Tesp. (uéi’Z%_-t-;)Fr-ss :)
4 D Sis(m) ® JL(Sty(m)) ® L(m)(—i — 45*) si0<i<d-—1,
SZT;H ﬂ'E.AOd X(K)

(resp. S s(m) @ JL(Sts(mY)) @ L(m¥)(—i — %))
0 stnon,

ot Sts(m) (resp. Speh;(m) désigne la représentation de Steinberg (resp. de Speh,)
généralisée et S; (m) est 'unique sous-module irréductible de l'induite norma-

lisée Spehi()| |'Z° x Sto_i(m)| |2 (0<i<s—1)

Donnons quelques éclaircissements et interprétations :

1. Toutes ces représentations sont des sous-quotients de 7| |12;5 XX \5;21
On parle de représentations elliptiques. La Steinberg (resp. la représen-
taion de Speh) généralisée Sts(m) (resp. Speh;(m)) est I'unique quotient
(resp. sous-espace) iréductible de cette induite. Il résulte de la théorie
de Bernstein et Zelevinsky que linduite Speh;()| |2 x Sto_i(n)| |2
est de longueur deux. Par rapport a la classification, son unique sous-
module irréductible S; 4(7) correspond a l'orientation du graphe de som-
mets s; = (7] |i_1+%)1§i§s et d’arétes (s;, s;+1) donné par

S1 S2 Si Si41 Ss
e — 0 — ... — 00— @ — ,  ,<— 0

(et son unique quotient irréductible & 'orientation
Il correspond a S; () par la correspondance de Langlands locale la repré-
sentation
L(m)(158) @ -+ @ L(7)(5) ou la matrice de la monodromie N se
termine par son unique bloc de Jordan non trivial qui est de taille s — 3.

2. Ce résultat a été conjecturé par Carayol pour i = 0 (et démontré dans
le cas d = 2, voir [18] et [17], le cas d = 1 étant équivalent & la théorie
de Lubin-Tate [55], [56]) et par Harris en dehors du degré médian (notes
non publiées). Pour la partie supercuspidale de la cohomologie, la conjec-
ture était connue sous le nom de “conjecture de Deligne-Carayol” dans
le cas Lubin-Tate et “conjecture de Drinfeld-Carayol” dans le cas des re-
vétements de Drinfeld. Pendant longtemps, les seuls résultats connus sur
la partie non supercuspidale de la cohomologie était das & Schneider et
Stuhler ([65]) qui explicitent la cohomologie (sans support) de l’espace
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de base Q?. Ce sont en partie ces résultats qui inspirérent a Harris sa
conjecture.

3. Un grand soin doit étre accordé a la normalisation des diverses actions
pour que le théoréme soit correct tel qu’énoncé précédemment. De plus,
les différents auteurs prennent, selon le contexte, la cohomologie avec ou
sans support. Une autre source potentielle d’erreur est que la partie galoi-
sienne de la cohomologie qu’isolent Harris et Taylor fait apparaétre une
contragrédiente (cas des corps p-adiques) qui ne figure pas dans 1’énoncé
de Laumon, Rapoport et Stuhler. Cela “compense” en fait la contragré-
diente introduite en égale caractéristique par la construction légérement
différente du groupe formel sous-jacent. En définitive, différentes variantes
existent dans la littérature et I'auteur de ce texte espére avoir donné un
énoncé cohérent en reproduisant ainsi la conjecture 9.6 de [47].

4. Le théoréme décrit donc la Frob-semi-simplifiée de la représentation locale
fondamentale U¢. L’action de GLq(K) x D x I sur la cohomologie est
semi-simple mais Boyer travaille & Frob-semi-simplification prés.

5. Les séries discrétes (c’est-a-dire les Steinberg généralisées) sont concen-
trées en degré médian d — 1 ot 'on obtient une somme de termes de la
forme St,(m) @ JL(Sts(r")) ® L(r?)(—i — %5*)). La correspondance de
Jacquet-Langlands est donc réalisée (& contragrédiente prés dans le cas
Lubin-Tate), mais la correspondance de Langlands locale 'est unique-
ment pour les supercuspidales (s = 1).

Enfin, sans mener de calcul, expliquons pourquoi la cohomologie a support est
concentrée en degrés compris entre d — 1 et 2(d — 1). Cela est possible du coté
de Drinfeld, grace a des résultats de dimension cohomologique dis & Berko-
vich, valables pour une classe d’espaces analytiques incluant les revétements
de Drinfeld.

Comme MdDr est de dimension d — 1, la cohomologie avec support est en
degrés au plus 2(d — 1) (c¢f. [47] Annexe A). Pour l'autre inégalité, on uti-
lise les résultats de [7], qui s’appliquent & M%LO}KH = 24 (¢f introduction de
loc. cit.') : les revétements de Drinfeld peuvent s’écrire comme une union crois-
sante de sous-domaines analytiques compacts quasi-affines V;,, (au sens de |7]

déf. 5.5). D’aprés le corollaire 6.2 du théoréme 6.1 de loc. cit. , la cohomologie

H.(V,,®K,Qy) est en degrés au moins d — 1 (ce corollaire utilise une dualité
de Poincaré). On obtient le résultat en prenant la limite inductive sur m.

6.2. Calcul de la partie supercuspidale de la cohomologie. — Il s’agit
du résultat suivant : la partie supercuspidale est concentrée en degré médian
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d — 1 et les composantes m-isotypiques, pour 7 supercuspidale et définies par
UI(m) = Homgy,, () (7, U™ ") sont données par

Uizl(r) = JL(moLre||s),

Uiz%—(w) = JL(mV)oL(r" ®| |1%d)
Le tableau suivant résume les diverses contributions :
H H coté Drinfeld ‘ coté Lubin-Tate H
corps p-adiques Harris ([41]; 1997) Harris-Taylor

complété par Harris-Taylor ([46]) | ([46]; 1998)
(voir également [45])

cas d’égale Hausberger Boyer
caractéristique p ([47]; 2000) (|14]; 1998)
Remarque 8. — 1. Comme on peut s’en douter, les démonstrations de ces

“conjectures de Deligne-Drinfeld-Carayol” sont intimement liés a celles de
la correspondance de Langlands locale.

2. Toutes les preuves procédent par voie globale (i.e. utilisent un résul-
tat d’uniformisation). Des résultats purement locaux existent mais ne
donnent que des résultats partiels, ne permettant pas de calculer la par-
tie galoisienne ([33] [66]).

Remarque 9. — Dauns le cas Lubin-Tate, les auteurs calculent en fait, ce qui
est plus naturel dans leur contexte, la partie p-isotypique du dual de ng%—, pour
p une représentation de D>, car les cycles evanescents calculent la cohomologie

sans support. En d’autres termes, on a c6té Lubin-Tate :
A = —d
Upr (TL(x")) = B (MErGK, Q)(IL(rY)) = @ Lx" ® | | 7).
Suivant Carayol ([17]), nous conservons la symétrie des énoncés.

6.2.1. Schéma de la preuve coté Drinfeld. — On rappelle que Fy, joue le role du
corps local K et se donne une représentation supercuspidale m de GLy(Fp). On
commence par intégrer la représentation locale m au sein d’une représentation
globale I qui sera une représentation automorphe de GL4(A) telle que I, =
7 et Mo = Sto (le type a linfini doit étre de celui qui apparait dans la
cohomologie de la variété globale £0¢, d’ou ce choix).

En utilisant des résultats de Henniart (que I'on démontre a l’aide d’une formule
des traces), on transfére I au groupe D™ (resp. EX), en une représentation au-
tomorphe II de D> (A) (resp. II de D™ (A)) telle que II, = JL(7) et [Ty = Sty
(resp. I, = 7 et [, = leo). Ce sont deux instances d’une correspondance
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de Jaquet-Langlands globale (qui n’était pas disponible en toute généralité a
I’époque, avant les travaux récents de Badulescu). Le principe est que les com-
posantes locales ne différent qu’en les places ramifiées ou elles se correspondent
via la correspondance de Jaquet-Langlands locale. On a donc I1°%° ~ m°.
De plus, on peut supposer (d’aprés Henniart) que IT et II sont de multiplicité
un forte.

La suite spectrale de Hochschild-Serre

i ; 2(d—1)—7, i
By = Extng(Fo)_Hsse(uc’;T T4 — 1), 4%) = HI

est D*(A%) x W, -équivariante (on rappelle que l'action de GL4(F,) sur UJDT
est celle de Drinfeld composée avec g — ‘g~1). De plus, les E;] sont admissibles
en tant que représentations de D*(A>) x Wg, (c’est une conséquence du fait
déja cité que les groupes de cohomologie & support des revétements de Drinfeld
sont de type fini).
Prendre la composante II°*°-isotypique dans la suite spectrale a alors un sens et
Pon utilise le fait suivant : B/ (1) = Extly o o (Uos 7 (d—1), 7 )=
0 car 7 est supercuspidale (on a également utilisé la multiplicité forte de II),
d’ou

(1) := B (I1°°) ~ HI (I1°°) =: (2).
Or

(1) = Homgy, () U5, V77 (d = 1), 7%) = Homgy, (g (nV U S, V7 (d — 1))

C,

et

L sij#d—1
@)= {JL(W)@L(W)(l%d) sij=d—1

d’aprés Laumon-Rapoport-Stuhler. Cela démontre la conjecture de Drinfeld-
Carayol.

6.2.2. Le coté Lubin-Tate. — La clef réside dans le fait suivant : les strates non
supercuspidales (h < d) sont “géométriquement induites”, au sens ou il existe
un sous-schéma fermé SMI:”;OJ de Sﬁffgo stable sous un parabolique P}, (F,) de
GL4(F,) et tel que 5%?’;0 = 5%?7’;071 X P, (0,/wm) GLa(Oo /oy ) ot n = mult,(I).
En terme de représentations, il en résulte que la partie supercuspidale de la
cohomologie se calcule aux points supersinguliers : notant E00; 5, = £ 5, @
W, la partie supercuspidale de la suite spectrale de stratification

BP9 = HET9(E00, 0P RIW,, Q) = HE(EW 5, R 0, Q)
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dégéneére, et fournit des isomorphismes
Hg (566127207 Rj \Ilno@f)supercusp. ~ Hg (566127207 Rj \Ilno@é)supercusp.
Soit donc 7 une représentation supercuspidale de GLg4(F,). Comme précédem-
ment, on choisit une représentation automorphe II de GL4(A) telle que II, = 7
et [loo = Stoo. Puis on transfére aux groupes D* et EX, les représentations au-
tomophes II et II obtenues étant de multiplicité un forte et telles que II, = ,
[y = Stoo et I, = JL(7), IIoo = loo. (On rappelle que lalgébre a divi-
sion d’invariant 1/d est D,.) D’aprés la discussion précédente, la composante
[1°°° ~ I "°-isoypique est telle que
HY(Eeerd R W, Q) (I1°0°) =~ HY(ElLy 5, RY W, Q) (T1°).

En particulier, ces groupes de cohomologie sont nuls sauf pour ¢ = 0 car SMI:;_[O

est de dimension zéro. Cela montre que la partie II°*°-isotypique de la suite
spectrale des cycles évanescents dégénére, d’olt un isomorphisme
(1) = B3 (I1°°) ~ HJ(I1**) =: (2).
Or - -
(1) = Homﬁf (AT Uz ) (TT%0) = Homﬁf (JL(7Y),U7)
d’apreés la proposition 5.2 et
0 sij#£d—1
(2) = l—dy
TR L(m)(5%) sij=d—1

d’aprés Laumon-Rapoport-Stuhler. On obtient le résultat annoncé, sous réserve
que la modification de ’action se traduise bien par une contragrédiente pour
Paction de GLg(F,) x D, . La conjecture de Deligne-Carayol est démontrée.

Remarque 10. — Par rapport a |14, Boyer tient compte dans [13] de cette
modification de ’action.

6.3. Preuve du théoréme 8. — Avant de détailler un peu les travaux
récents de Boyer, expliquons comment le théoréme 8 se déduit du résultat
local principal de [13], [L6] et [15], & savoir le :

Théoréme 9 (Boyer, cf. [15] 2.3.5; voir également [13] IV.4.0.22)
Pour tout diviseur g de d = sqg et toute représentation irréductible cuspidale w
de GLy(K), on a

LrV)(— =200y o (525 -1, 7], 0<i<s

UL IL(St(x))) = { . i<0
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ot [s —i—1, i |p est Uunique sous-espace irréductible de l'induite Sts—;(m) X Speh;(m).

Comme la catégorie des représentations lisses de D> est essentiellement semi-

CLTX @ L’TX X p.

P Xp=X

simple, on peut écrire

En utilisant la dualité de Poincaré, on obtient
i i 2(d—1)—4\*
¢ (o) =Homps (p, Ul o) = Hompy (p, (Uzs ™) (1 - d)
d—1
~ Hom pyx (UAE™D 7 pV)(1 - d)
~ Hompx (p” ,L{E(;-l_l)_i)*(l —d)

En résumé, le o (p) ~ (Z/{d - ’)(pv)) (1—d) (isomorphisme GL4(K) x W-
équivariant). Cela permet de retranscrire le résultat de Boyer en terme
— =
de cohomologie avec support sachant que la duale de [s —i—1, i, est
Lkt B

[i,s—1i—1]v. Or [ i,5—1— 1]7T est I'unique sous-module irréductible de
Spehi(ﬂ)75ts_i(7r) = Spehy(n)| | = x Sty_i(n)| |2 que l'on a noté S; s(m)
dans I’énoncé du théoréme 8.

7. Calcul de la cohomologie non supercuspidale

Nous poursuivons avec les mémes notations que la preuve du théoréme de
Deligne-Carayol, toujours en égale caractéristique. Le but de ce paragraphe
est d’exposer les grandes lignes de la preuve du théoréme 9 donnée par Boyer
dans [13].

La premiére étape consiste a transposer les résultats de Harris et Taylor ([46])
au cas des corps de fonctions, jusqu’au calcul de la représentation virtuelle
locale dont la composante JL(Sts())-isotypique s’exprimera :

d-1 s—1 '
(1) 1) (St )] = Yo (1)) @ L) (- LA D
=0 i=0

dans le groupe de Grothendieck. Pour cela, on développe la géométrie afin de
“démeéler” les strates : c’est le role des variétés d’Igusa de premiére et seconde
espéce qui rigidifient respectivement la partie étale et connexe du O,-module
w,-divisible Gr,(€) associé au D-faisceau elliptique £.

On rappelle que la strate Sﬁﬁfgo est géométriquement induite : Sﬁﬁfgo =
5”1:,?(,,1 X Py (0, )wn) GLa(Oo/woy) ot Py(F,) désigne un parabolique de
GL4(F,) comprenant deux blocs diagonaux de tailles h et d — h. Notant
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n = mult,(I), cette description provient de la structure de niveau de
Drinfeld n : (@, "0,/0,)¢ — Gr,[@?] : comme Gr,[w?] est isomorphe
a (w;70,/0)4 ", le noyau de n est un facteur direct a de rang h dans
(w;"0,/O,)% On obtient des sous-schémas fermeés EM??ML et Py opére sur
S%fgml.

Les variétés d’Igusa de premiére espéce classifient les structures de niveau par-
tielles 7% : (w;70,/0,)¥ " = Gré[w?]. Cela définit un revétement étale
galoisien I:o’}n — c%éfgo de groupe GLg_1(0,/w?O,). Or on peut démontrer
que lextension 1 — Gr& — Gr, — Gr¢ — 1 est scindée modulo w?” aprés
torsion par la puissance Frobf)lh du Frobenius. Cela permet d’envoyer Iﬁhn dans
SEEI:,ZO@, ol la structure de niveau 7 se décompose en % : (w;"0,/0,)%/a —

Gréwn] et n°: a — Gri[w?], de sorte que le diagramme suivant est commu-
tatif

Ih I gpph

I°n 1,s0,a

e |

et gn,q est une bijection sur le schéma réduit sz

T.5,.ared AU Niveau des points

géomeétriques. Les variétés II:ohn constituent un systéme projectif avec des mor-
phismes de transition (définis de sorte que les diagrammes précédents com-

!
Frobgn_n )h

T, , et sont munies d'une action par correspon-
)

mutent) Iﬁhn
dances de GLg_p,(Fp).

On introduit ensuite des variantes formelles : en prenant le complété for-
mel le long de la strate 5“12,];07 on obtient des extensions formelles étales
:/Z\,—[O’:h’n — E@[O’:h, de fibre spéciale II:ohn — EMI:;LO, classifiant les struc-
tures de niveau partielles 7% au-dessus de @107:h. On définit alors le schéma
formel 7 10.=hn(t) classifiant les structures de niveau (de Drinfeld) partielles n° :
(@, "0,/ 00 — Gré[w?]. 1l s’agit d'un revétement trés ramifié de _:Z/\—Io’:h’n.
Puis on étend le morphisme g, , en un morphisme gy, 4 : f_[o7:h’n(n) — @I,:h,a
faisant commuter le diagramme précédent (étendu aux complétés). Pour des
raisons de dimension, §,, est un isomorphisme. On définit ensuite l'action
par correspondances de GLy_p,(F,,) x GLy(F},) sur la tour (f]o’:h,n)n, de facon
compatible a I’action sur I:o’}n et aux morphismes gy, -

En un point géomeétrique z, de Iﬁ’fn, la fibre de :/Z-\[o,:h’n(t) s'identifie & l'es-
pace des déformations de (Gr,)z, muni d’une structure n¢ partielle de niveau
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t. Le choix d'un isomorphisme (G7§)z, ~ ®j induit un isomorphisme entre

(j-[o7:h7n(t))go et Spref? ~ /\//\12’7[%. Cependant, le groupe GrS n’est pas
h

7n7
n’existe pas globalement. C’est pourquoi ’on introduit les variétés d’Igusa de

seconde espéce.
1 s’agit de revétements étales galoisiens jﬁf}l(s) — II:ohn ® k(o) de groupe

constant sur le systéme projectif des Z7," , si bien qu’un tel isomorphisme

(Op, /@w*Op, )* obtenus par des rigidifications Gr§[w®] =~ ®j[w?’]. Par le sys-
téme projectif J I:‘?,}:"L(OO) de groupe (’)Xh, on associe a toute représentation ad-
missible 7 de Of)h un systéme local F(7), c’est-a-dire un Q,-faisceau lisse
obtenu comme quotient du faisceau constant de fibre 7 par l'action de (’)Bh.
Par ailleurs, la (double) tour (7, foﬁl(s))n,s est munie d’une action par corres-
pondances de (GLp(F,) x D) x Wg,)! x GLy_p(F,).

Avec les notations du paragraphe 5.2, on considére les cycles évanescents

RV, Q, associés a E0r (ot n = mult,(I)) ainsi que les cycles évanescents
formels R U/"™Q, associés a Def!. On pose ¥} = HO(R! W/ormQ,), sur lequel

. ; GLy(Fo)x D) x W, ;
aglt (GLh(FO) X ‘Dl>7,< X WFo)la et ulzz,n = Ind(GIiLh(Fo)xl;;XV[fF ) 7}"L71’L7

que la représentation locale fondamentale est L{ET = l£>nn L{;'L n-

de sorte

On s’intéresse a .7-'(\112 ). D’aprés ce qui précede, la restriction a 5%?20 , de
R? W, Q, coincide avec les faisceaux évanescents associés a Zpo_p ,(n) (via
Gn,1), que nous noterons ¥’ ﬁm En un point géométrique z, de Iﬁhn ® k(o) on
a donc un isomorphisme de fibres

(R‘Z \Ilno@g)zo = (\Il/;L,TL)zo = (JT.( ;’Z,n))zo'

En effet, un point de (\Il’ﬁ'm)go étant donné, il correspond a tout oun z,(o0) de
Z, dans 7, I:‘?,}:"L(OO) la donnée d’un isomorphisme Gr§ ~ @5, donc d’un isomor-
phisme (\Il’ﬁ'm)go ~ (), )z, (via (flo’:h’n(n))go ~ Def”), d’ou finalement un
point de (\Ilﬁm) z,, et ceci de facon compatible a 'action de Of)h. D’aprés un
résultat de Bekovich (voir ’appendice de [46]), on a en fait un isomorphisme
de faisceaux R’ \IJ”"QASMT,QDJ ~ F(V )

Décomposant ’action de (’)Bh sur \Il}m en composantes i‘sotypiques, on obtient
une décomposition du faisceau F(¥}, ) = @, F(7)® ¥}, (), d’ott finalement
des isomorphismes

. B L ) _ ; h
(2)  lim H(Eerh | RYOQ)" ~ @ (lim HA(EUTE |, Fr) @ Uiy, (7))%
IZoo T IFoco
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ou la somme porte sur les classes d’équivalence inertielle de représenta-
tions admissibles irréductibles de D;*. On a utilisé la réciprocité de Fro-
benius HomD; (T,Z/{,il’n) = Homoéh(ﬂoéh,\llﬁl’n) pour faire apparaétre

UZT,h' La formulation un peu compliquée provient du fait que la restric-
tion 7|,x se décompose a priori en un nombre fini e, (divisant h) de
Dy,

composantes irréductibles p; et p; coincide avec p; sur (’)Eh si et seulement

si pj = p; o owvoNrd pour un caractere § : Z — @ZX (équivalence iner-
tielle). Bien que nous n’ayons pas suivi les actions, ces isomorphismes sont
équivariants pour laction de D*(A%°) x GLp(F,) x GLg_n(F,) x Wg,.

Précisons que lim Hﬂ(é’%f’;ml,}' (7)) est vue comme une représentation

JE 1)
de D*(A>°) x GLj_h(FO) x Z via le quotient (GLy(F,) x Dy x WFO)O/OBh
isomorphe & Z. Un élément (g>°, ¢, g, 0,) appartenant au grand groupe ci-
dessus agit alors via (g°°, g&, —v(det g5) — v(cl(0,))) ® (g5, 0,) sur le produit
tensoriel du second membre de (2). Pour étre exact, il faut également modifier
laction de GL4(F,) sur la représentation locale fondamentale, ce qui est ma-

térialisé comme d’habitude par la notation UET p- C'est pour cela également
qu’apparait le groupe (GLp(F,) x D; x Wk, )? et non (GLp(F,) x D; x Wg,)!.
On considere maintenant la représentation virtuelle globale

2d—2
Hy = > (-1)% 1 lim HY(E0; @ Fo, Q).
i=0 oo

D’apres la suite spectrale des cycles évanescents et celle de stratification, nous

avons
d—1 d ‘ '

(3) Hy =) (—1) lim H (£ RV, Q).
§j=0 h=1 IFoo

Sachant que

H (S00rh R0, Q) = Indp 0 HE(E00sh, | R W, Q)

(égalité qui commute a la limite sur I), on peut utiliser I'isomorphisme (2).
Soit donc s un diviseur de d, 7, une représentation supercuspidale de GLa (F})

s

et IT une représentation automorphe (de multiplicité un forte) de D*(A) telle
que I, = St et II, = Sts(m,). On prend d’autre part 7 = JL(Sts(m,)).

La composante II°°-isotypique de H} a déja été calculée dans [54] : on trouve
I1, ® L(I1,). La démarche est classique : on compte par la formule des traces de
Lefschetz les points fixes sous 'action d’une correspondance de Hecke tordue
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par une puissance assez grande de Frobenius, puis transfert les intégrales orbi-
tales obtenues afin de reconnaitre le c6é géométrique de la formule des traces
de Selberg.

Boyer adapte alors ces méthodes pour calculer la composante I1°:°-isotypique
de Hj, , = Z?ia%(—l)d_h_i li_n}luoo Hﬁ(é’%f?ml, F-), les fonctions de transfert
étant fournies par Harris et Taylor. Si V' désigne 1’espace de la représentation 7
et s un entier suffisamment grand pour que 7 soit trivial sur 1 +w;Op, , alors
Hﬁ(&‘%f?ml, Fr) ~HI (‘71:0’}1 (s),Q,) @V ©rr/@:00,)* On applique les formules
des traces, aprés avoir obtenu une description adélique de J. IZO,}:"L(S)(W)'
Enfin, on injecte le résultat dans l'égalité (3). Il en résulte une formule de
récurrence qui permet de démontrer le résultat annoncé (1), moyennant le
calcul d’une induite parabolique, qui fait justement apparaitre les .S; (7).

Il s’agit maintenant de montrer qu’aucune annulation ne se produit dans I’éga-
lite (1) : c’est 1a que réside la contribution originale de Boyer, au sens ou
I’on a essentiellement jusqu’a présent traduit dans le language des variétés de
Laumon-Rapoport-Stuhler les résultats de Harris et Taylor.

C’est un travail trés délicat, technique et calculatoire. Essayons, autant que
faire se peut, d’en mettre en avant la portée conceptuelle et les ingrédients.
Le contexte catégoriel est celui des W -faisceaux pervers de Hecke, dont les
objets sont des tours (F;);er de Qp-faisceaux pervers (voir [3] ot ces derniers
sont définis comme le coeur de la catégorie triangulée munie de la t-structure
de perversite(™)) Fr munies d'une action de D*(A>) x W, par les correspon-
dances de Hecke, I’action de I'inertie étant supposée potentiellement unipotente
sur chaque Fy. C’est une catégorie abélienne, munie des foncteurs usuels (jz,1,
Rjz . jz+ = Im(jz) — Rjz.) et des versions perverses ?j; = pj!I pour toute
immersion ouverte affine jz : Uz <— X7, etc.) et de la dualité de Verdier. On
utilisera le yoga habituel sur les faisceaux pervers : par exemple, pour tout 4,
hiF; a un support de dimension inférieure ou égale & —i. Le foncteur j, (ex-
tension intermédiaire) est particuliérement important car il permet de définir
les constituants simples de F7 : un tel faisceau pervers se dévisse en faisceaux
pervers simples ji, L associés a des systémes locaux L sur des ouverts Ug.
L’exemple typique qui nous concerne est le complexe W7 = RV, Q,[d— 1](d;21)
des cycles évanescents globaux sur le schéma de Hecke X = £007 5, (apreés dé-
calage et torsion). La stratification par les schémas localement fermés X=" =

W Les faisceaux pervers n’etant ni des faisceaux, ni pervers, la terminologie requiert une
explication. [3] p. 10
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5%;550 qui partitionnent X s’exprime comme une suite d’inclusions X=¢ C

. C X2 = X ou X=" désigne I'adhérence schématique de X=". On note "
et j=" les inclusions respectives X=" < X et X=" < X2 Par perversité,
I'image de Uz dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers est dé-
terminée par celle de Y _,(—1)"[R*Wz|x=x] dans le groupe de Grothendieck des
faisceaux localement constants. Or I'isomorphisme (2) peut se réécrire comme
un isomorphisme D*(A*) x W, -équivariant

(4) (R Uz|y=)" ~ @F () @ Uiy (1)) 77,

T

ot 'on note encore F(7) le systeme local F(7) X p, (0, /on0,) GLa(Oo /@y O,)
sur X =" induit & partir de F(7) sur SMI:,?OJ (on a posé mult,(I) = n).

Cela conduit & définir les W,-faisceaux pervers de Hecke sur X7, que Boyer
note HT'(m,,1I1,), associés a une représentation supercuspidale 7, de GL4(Fy)
et une représentation I, de GLgo(F,), pour 1 < g < det 1 < s < 54 0l
Sg = ng, par la formule

d—s

HT (70, 11,) = F(IL(Sts (o)) (=29 @ T, [d — sg],

ot l'action du Levi GLgg(F,) X GLg—sq(F5) (le radical unipotent agit trivia-
lement) est donnée par celle sur F(JL(St4(7,))) et 'action de GLgg(F;) sur
I1,, le groupe de Weil agissant via son quotient Z sur F(JL(Sts(m,))) de fagon
). En particulier, on prend II; = Sts(m,) et définit
les W,-faisceaux pervers de Hecke sur X="

tordue par le caracteére (d_;g

P(s,m) = jI,gHT(ﬂ'O,St () @ L(1,).

(ce sont bien des faisceaux pervers car 72" est une immersion affine).

Pour F un W,-faisceau pervers, Boyer note F, la partie m,-isotypique, c’est-
a-dire la composante L(m,)|s, -isotypique de F. Avec ces notations et les re-
marques précédentes, on a I’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck

Sg s—1

s—20—1
(5)  en,[¥zm] = Y Y (~1) [FHT (wo, Sis(mo)) @ L) (———)]
s=1 i=0
en vertu de (4) et (1), ou er, désigne le cardinal de la classe d’équivalence

inertielle de .

32



Partant de cette égalité, une partie du travail est de démontrer le résultat plus
précis suivant :

sg—1
S

(6) er, (V1,r,) = Z Z [P(taﬂ'O)(_i)]

s=l—sg |s|<t<sqg
t=s—1 mod 2

Pour cela, on étudie la monodromie N, & laquelle est associée la filtration de
monodromie (de longueur finie) --- C M;V C M; 41V C ---, ou V désigne
lespace de la représentation de Wg, considérée, caractérisée par le fait que
N(M;V) C M;_5V et que N* induit un isomorphisme gr;V ~ gr_;V au niveau
des gradués. Rappelons également qu’il existe une seconde filtration liée a
l'action de W, (mais cette fois au Frobenius et non a l'inertie), la filtration par
les poids que nous noterons --- C W;V C W; 1V C -- -, introduite par Deligne
et caractérisée par le fait que les gradués ngW sont de poids 7, c’est-a-dire que
les valeurs propre d’un relevement du Frobenius géométrique agissant sur ngW
sont des entiers algébriques de norme ¢"/?. La conjecture de monodromie-poids
dit que Mi(Hj(XFO,@Z) = Wi+j(Hj(X70,@z)) si X est propre et lisse sur K.
Elle est connue en égale caractéristique suite aux travaux de Deligne sur les
conjectures de Weil. Si maintenant on considére le cas du complexe R WQ, des
cycles évanescents, l'action de l'inertie définit également un endomorphisme
nilpotent dans la catégorie des faisceaux pervers, d’oit un objet filtré dans
la catégorie dérivée des faisceaux sur la fibre spéciale. Notant gry les gradués
associés a ¥z, et gry, », leur partie m,-isotypique, on dispose de suites spectrales
D*(A*)-équivariantes

i,J _ pitg i+j+d—1
(7) El,gr,glob,ﬂo =h Jgr—i,ﬂ'o = R'"/ Ve,

Le théoréme de monodromie-poids dit dans ce contexte que gr; r, est pur de
poids 7. Il en résulte directement, compte-tenu de (6) et du fait que les P(¢, m,)
sont purs de poids zéro, 1’égalité

) )

®) ririn = @D Pl
li|<t<sg
t=i—1 mod 2

Si Z, désigne un point géométrique de la fibre spéciale, la fibre 2z W est munie
d’une action de N mais n’est pas a priori un faisceau pervers. Le complexe des
cycles évanescents formels R W/"(Q, I'est par contre, et Fargues étend dans
I'appendice [38] I'isomorphisme z5 W ~ R;I/f"rm@g a la filtration de monodro-
orm
k

mie : on a des isomorphismes zZZgry ~ gr; , ainsi qu’au niveau des termes

des suites spectrales associées. Or on a vu que si Z, est un point géométrique
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de la strate 566??0, alors R W/r™Q, calcule la cohomologie de la tour M[LO]T h-

GLy (Fo)x D) xW g,
(GLy (Fo)x D) xWg,)
spectrale de monodromie locale

En posant gryioch,x, = Ind L 2097k m» O a donc une suite

itjrd—1,d—1
u[l']',h,ﬂo ( 9 )
On prend h = d = sg. Le théoréme 8 décrivant la représentation locale fonda-
mentale de Deligne-Carayol résulte alors directement du fait que la suite spec-
trale (7) dégénére en Fs, donc également la suite spectrale locale (9), compte-

tenu du résultat de Berkovich-Fargues énoncé plus haut. Précisément, le calcul

(9) EY,

_ pitg )
1,gr,loc,h,mo h gr—_iloc,h,me —

i?j A 3 3 27]
de EQ, grloc.d.my déduit de celui de E27 gr.glob.r, ontre que les termes non nuls
i—s+1,5s—1-2i _ —x s(g+1)—2(i+1)
sont de la forme E, 5 ") 0 "7~ Si,s(m0) @ Z5 F (8, o) @ Li(mo ) (—=—5—),

la représentation zF(s,m,) de D restant encore a déterminer (car F(s,m,)
provient en fait de la restriction de JL(Sts(m,)) & (’)Ed, et n’est donc pas connue
entiérement a priori), ce que 'on peut faire en travaillant dans le groupe de
Grothendieck, en comparant avec (1). Bien entendu, on trouve JL(Sts(m,)).
Il reste & expliquer comment on démontre (6) & partir de (5) et comment
on calcule les termes de la suite spectrale de poids globale & partir de (8). Le
principe est encore une récurrence sur d : on suppose donc connu le théoréme 8§,
ainsi que 'expression des higrkloc,hﬂro pour tout h < d, c’est-a-dire les germes
des higrkﬂro en les points non supersinguliers.

Expliquons, de maniére vague, comment Boyer procede. Il commence par mon-
trer que gry ., difféere du résultat attendu (8), dans le groupe de Grothendieck,
d’une somme de faisceaux pervers concentrés en les points supersinguliers. Ces
derniers sont des faisceaux pervers ponctuels déterminés complétement par le
H. S’en suivent des calculs cohomologiques aboutissant, en corollaire, au cal-
I00 H};(c‘:%f?o, R . Qy), ou plus exactement de
leur composante I1°°-isotypique pour II une représentation automorphe de
D*(A). Boyer montre ensuite que la connaissance de la partie de poids mini-
mal d— s =s(g—1) des UZ}ld_j(Sts(wo)) suffit a déterminer les termes de la
suite spectrale de poids. L’examen de la partie II°®°-isotypique de la suite spec-
trale des cycles évanescents, pour II telle que II, = St et II, = Sts(m,) puis
I1, = Spehs(m,) permet alors de conclure. On utilise pour cela, entre autres, le
théoréme de Lefschetz difficile et un contréle obtenu sur la contribution de la

cul de certains groupes lim

strate supersinguliére. En fait, on découvre que seule la strate supersinguliére
contribue en poids s(g — 1). On se retrouve donc dans une situation similaire
a celle du paragraphe 6.2.2 ou les E;] (I1°%°) sont nuls sauf pour ¢ = 0. En
définitive, Boyer réussit a exploiter & chaque étape les résultats connus sur la
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cohomologie des faisceaux pervers et les groupes de cohomologie de ces fais-
ceaux, au niveau des diverses suites spectrales en jeu, et & progresser ainsi dans
un bon ordre dans des calculs d’apparence inextricables!

La machinerie du coté des corps de nombres opére de la méme maniére ([16],
[15]). Le recours au théoréme de monodromie-poids (qui n’est connu qu’en
égale caractéristique), s’il a permis de simplifier certains passages de la preuve
précédente, peut étre contourné, notamment grace a la dualité de Verdier et a
un argument de changement de base di a Harris. Par contre, on l'obtient en
tant que corollaire, pour les variétés de Shimura en question. Signalons égale-
ment que Boyer présente dans [16]| une preuve simplifiée grace a une informa-
tion supplémentaire sur la cohomologie de la représentation locale U* fournie
par Fargues ([37]) : en travaillant du coté de la tour de Drinfeld, on peut
démontrer un résultat de dualité (issue de la dualité de Poincaré) faisant inter-
venir 'involution de Zelevinsky entre composantes orthogonales pour 'action
de GL4(K) (indexées par les classes de conjugaison de sous-groupes de Levi,
ou encore par le centre de Bernstein [10]). Au contraire, Boyer explique dans
[15] comment s’en passer.

8. Reéalisation cohomologique de la correspondance de Langlands
pour les représentations elliptiques

Le théoréme 8 montre qu’interviennent dans la cohomologie des deux tours
certaines représentations elliptiques de GLg(K) et que la correspondance
de Jacquet-Langlands locale (convenablement étendue, voir remarque ci-
dessous) est réalisée alors que la correspondance de Langlands locale ne lest
que pour les supercuspidales. En travaillant dans la catégorie dérivée des
Qy-représentations lisses de GLg(K) x D}, Dat construit un complexe de
cohomologie RT.((M%)%,Q,) qui est plus riche au sens ott d’'une part il fait
intervenir toutes les représentations elliptiques et d’autre part il réalise la cor-
respondance de Langlands (ou plus exactement celle de Hecke, c’est-a-dire la
vesion tordue compatible aux automorphismes de C qui apparait dans la
géométrie).
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Théoréme 10 (Dat ; |23|). — Pour toute représentation lisse irréductible
de GL4(K) on a

H(r) = @iez hi(RHome(GLd(K))(RFC((Md)Fa @z),ﬂ))
N {JL(TF) ® L(W)(%) si  est elliptique

0 s1non

en tant que représentation de DdX X Wgk.

Remarque 11. — 1. On rappelle que les représentations elliptiques (de
support la supercuspidale mo de GLg/ (/) et profondeur s) sont les
sous-quotients irréductibles de l'induite 7o |? X e X o |S;21 Elles
sont paramétrées par les différentes orientations du graphe de sommets
s; = (mo |i_1+%)1§i§s et d’arétes (s;,8;+1) : par exemple, la représen-
tation notée S; ¢(mp) dans I’énoncé du théoréme 8 correspond a

S1 S2 Si Si4+1 Ss
e — 0 — ... —> 0 — @ — , , . ,<— 0

Si I = {i1,...,i;} désigne I'ensemble (ordonné par ordre croissant) des
indices des sommets o l'orientation de l'aréte (s;, s;+1) est de gauche a
droite, la représentation obtenue, notée S!(7), est I'unique sous-module
irréductible de 'induite Sty (mo)| \i°+$ X -+ X Sty, (m0)| |"k+%, ou
nj = ij41 —i; (0 < j < k;onaposéig=0etig =s). En parti-
culier, S; s(mo) = S(my) avec I = {1,...,i}. La représentation de Wx
correspondante est L(S (o)) = Spn,(00)(io+ 252) @ - B Spn, (00) (ik +
%) ot o9 = L(mp) et la représentation spéciale (généralisée normali-
sée) Spn(0p) est oo(152) &+ & 0o(%51), la monodromie agissant par un
bloc de Jordan de taille n. Ce sont les sous-modules indécomposables de
L(S! (m0)).

2. L’inverse de la correspondance de Jacquet-Langlands induit une injection
R(D}) < R(GLg(K)) au niveau des groupes de Grothendieck des repreé-
sentations de longueur finie. On montre que cette application induit a son
tour un isomorphisme R(D}) = R(GL4(K)) sur le quotient R(GLg(K))
de R(GL4(K)) par les combinaisons linéaires d’induites paraboliques.
Cela permet de prolonger la correspondance de Jacquet-Langlands en
un morphisme JL : R(GLq(K)) — R(D}) et seules les représentations
elliptiques ont une image non nulle. Avec les notations précédentes, on a
[SI(70))] = [Sts(mo)] au signe pres.
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3. M? deésigne au choix M%, ou M%i qui ont méme cohomologie d’aprés
le théoreme de Faltings-Fargues (on rappelle que { désigne I'involution
g 'g~! de GLy(K)).

4. Le support de la somme directe est fini : précisément, avec les notations
de la premiére remarque, on a

k
H(SE(m0)) ~ P (JL(StS(wo)) ® Spp, (L(mo)) (i; +

J=0

nj—1+d—s
2 2

)> [s—k—1+27]

en tant que représentation graduée de D x Wg. La beauté du résultat
est qu’en définitive les contributions des différents degrés cohomologiques
s’assemblent parfaitement !

L’écriture de la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. paragraphe 5.1) a
déja fait intervenir un complexe cohomologique dans la catégorie dérivée des
GL4(K)-modules lisses, construit a aide d'un recouvrement de Ceck de M%nn
par des ouverts distingués, de nerf I'immeuble de PGL4(K) (|47] 10.2.2). On a
signalé que cette suite spectrale a été généralisée par Fargues, qui s’est inspirée
d’idées de Jannsen et Huber afin de traiter des cas ot une telle structure sim-
pliciale n’est pas disponible ([35] chap. 4). C’est ce travail qu’adapte Dat pour
construire RI'.. La construction posséde de bonnes propriétés de fonctorialité
et peut s’appliquer aussi bien a M%nn que /\/ldm—m. On passe ensuite a la limite
inductive sur n.

Dat commence par traiter le cas de la base de la tour, du coté Drinfeld :
en d’autres termes, il calcule €, ., hi(RHome(GLd(K))(RFC((Qd)?, Qy),m))
dans un premier article ([22]). Il s’inspire pour cela du travail de Schnei-
der et Stuhler, dont le formalisme a permis de calculer (entre autres) la
cohomologie sans support des Q¢ (la cohomologie avec support ne vérifie
par contre pas les axiomes de [65]). Le calcul des H et de leurs exten-
sions mutuelles permet de montrer que le complexe RI'. est scindé : on a
RT((QY) 7%, Q) ~ @, H.(Q%) %, Q,)[—i] dans D*(GL4(K)). Un tel scindage
induit un isomorphisme entre l'algébre d’endomorphismes End ps(qr,, (k) RL'c

et B,<; Emté_Lid(K) (H=1% HI=14) muni du cup-produit, que 'on peut cal-
culer. On obtient une algébre de matrices triangulaires supérieures et il s’agit
d’identifier 'action du groupe de Weil Wi . D’une part, Dat montre que pour
tout relévement Fr du Frobenius il existe un unique scindage er—équivariant.
D’autre part, il étudie ’action du sous-groupe d’inertie I & travers 'opérateur
N de monodromie (aprés avoir vérifié que cette action est bien continue). On

est ramené & démontrer que N est d’ordre de nilpotence d : pour cela, Dat
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utilise les cycles évanescents associés & un quotient ﬁd/F par un sous-groupe
I' de PGL4(K) co-compact assez petit (le quotient est alors algébrisable), sur
lequel on sait expliciter ’action de .

Pour le cas de la tour entiére se posent différents problémes : afin de suivre la
méme démarche, il faut d’'une part connaitre la cohomologie des revétements.
Dat utilise pour cela le résultat de Boyer (théoréme 8). D’autre part, le controle
de la nilpotence de N passe par un modéle formel des revétements X2 : or on
a déja fait remarquer qu’on ne sait pas définir dans ce contexte une structure
de niveau de Drinfeld. En définitive, c’est du coté de la tour de Lubin-Tate
que Dat va ceuvrer, le résultat se transférant ensuite par l'isomorphisme de
Faltings-Fargues (que Fargues a également rédigé, a la demande de Dat, en
terme d’égalités dans la catégorie dérivée).

On considére donc la composante p-isotypique RI'.(p), on montre qu’elle est
scindable dans D?(GLg(K)) et on suit & peu prés le méme programme. Pour
démontrer que N est d’ordre de nilpotence s lorsque p = JL(S! (7)), Dat est
contraint de recourir & une description fine de la géomeétrie de la variété globale,
a travers la fibre z* R WQ, du complexe des cycles évanescents (voir paragraphe
7) en un point supersingulier, fibre qui constitue un GLg(K)-module gradué
(avec action de W) tel que

2 RUQ, ~ PH(MEP Q)ld - 1-1].

Il “reléve” z*RWQ, en un objet z5, RWQ, ~ RI(MZY Q)[d — 1] dans
DP(GL4(K)) et conclut & I'aide de la filtration de monodromie déterminée par
Boyer qui fournira le résultat de non annulation. Plus exactement, Dat utilise
la bi-filtration (par les noyaux et les images de N) qui posséde la propriété mi-
rifique qu’un bigradué est concentré en un seul degré cohomologique, de sorte
qu’il est déteminé dans la catégorie dérivée par sa cohomologie (cela conduira
Boyer & utiliser également la bifiltration dans les dernires versions de son
article [13]). En définitive, il s’agit d’un travail trés élaboré (Dat développe
le formalisme catégoriel des faisceaux pervers de Hecke pour construire le
foncteur z7, et justifier les délicats passages a la limite) qui raffine et compléte
les résultats de Boyer.

9. Perspectives

Michael Harris a énoncé dans ses exposés a ICM 2000 (|43]; voir également
[45] §8) et ICM 2002 ([44]) de nombreuses conjectures (certaines sont dues a
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Kottwitz et Rapoport) qui s’apparentent a des généralisations et avatars de la
conjecture de Deligne-Drinfeld-Carayol.

Il s’agit d’une part, dans la veine de l'article [46] et en utilisant des tech-
niques rigides-analytiques, de construire des stratifications pour des variétés
de Shimura plus générales (de type PEL) et d’étudier les cycles évanescents,
les modeéle s locaux étant fournis par les espaces de Rapoport-Zink ([60]) qui
font intervenir des paires de groupes (G, J), l'un étant une forme intérieure de
lautre. Ce programme a été réalisé en partie par Fargues ([35]) et donne la
classification attendue des séries discrétes des deux groupes par le paramétre de
Langlands (paramétrisation encore conjecturale dans le cas général), les deux
L-paquets étant reliés par une correspondance de type Jacquet-Langlands. Un
des problémes est que 'on ne sait pas définir les généralisations des structures
de niveau de Drinfeld nécessaires afin de “déméler” les strates (difficulté qu’a
di contourner Fargues en introduisant une formule des traces de Lefschetz
rigide-analytique). Coté corps de fonctions, la théorie des G-faisceaux ellip-
tiques ou G-chtoucas est encore a élaborer, pour d’autres groupes que GLg,
et comprendra son cortége de résultats d’uniformisation, les modeéle s locaux
étant également & inventer...

D’autre part, on peut considérer la correspondance de Langlands modulo £
(Vignéras) et réaliser géométriquement ces correspondances (c’était d’ailleurs
la motivation initiale de Dat : mieux comprendre cette correspondance pour
les séries discrétes). Ou bien encore le cas £ = p (travaux de Breuil) qui offre
un champs d’investigation essentiellement vierge...

Signalons enfin que Faltings a récemment annoncé une généralisation du théo-
réme d’isomorphisme des deux tours & d’autres paires (G, J) que (GLg, D) )...
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